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Avant-propos a I’édition frangaise

Publi¢ par Macmillan, New York, sous le titre «A first course in probability», cet
ouvrage a été écrit en anglais en 1976 par Sheldon M. Ross. Il fait partie de la
nouvelle génération de textes d'introduction au calcul des probabilités. Nouveau dans
le sens qu'il s'éloigne de 'ouvrage phare de Feller «An introduction to probability
theory and its applications», en mettant I'accent sur les notions de probabilité
conditionnelle, plutét que sur les aspects combinatoires de la probabilité.

Des sa parution, ce livre a connu un succes énorme auprés des universités et des
colleges américains. Le succes de la traduction frangaise, publiée par les Presses
polytechniques romandes en 1987, n'en fut pas moins grand car I'ouvrage comblait
une lacune de la littérature traitant du calcul des probabilités en langue francaise. Il a
trés vite été reconnu comme un texte excellemment adapté aux besoins des étudiants
qui cherchent une introduction au sujet i la fois directe et rigoureuse sans un appareil
mathématique trop lourd. ' '

Cette troisiéme édition frangaise, basée sur la quatriéme version américaine de
1994, retient le méme nombre de chapitres que la précédente, mais se distingue par
une nouvelle organisation de la matiére. En particulier, les notions de l'espérance
mathématique et de la variance d'une variable aléatoire sont avancées au chapitre 4,
immédiatement aprés l'introduction des variables aléatoires discrétes. Cela entraine
des changements dans les chapitres suivants et donne lien a toute une classe de
problémes nouveaux. Par conséquent, le nombre total des exercices théoriques et des
problémes s'éleve dans cette édition & presque 600. Le succds du texte de 8. Ross
réside en premier lieu dans le choix excellent des exemples, exercices et probleémes
et cet ouvrage restera trés attractif dans les années a venir, pour des cours d'initiation
aux probabilités au niveau universitaire.

Cette nouvelle version a été préparée par Monsieur F. Dorsaz. Je le remercie du
soin et de l'engagement manifestés pour cette tiche.

Peter Nitesch






Préface

«... On réalise en fin de compte que la théorie des probabilités n’est tout simple-
ment que le bon sens réduit a du calcul. Elle nous fait apprécier avec exactitude ce
que P'esprit bien fait sent déjd par une sorte d’instinct, souvent sans étre capable d’en
rendre compte... Il est remarquable que cette science, qui a pris son origine dans
I'étude des jeux de chance, soit devenue I'objet le plus important de la connaissance
humaine. Les questions les plus importanies de la vie ne sont en réalité, pour
I'essentiel, que des problémes de probabilités.

Ainsi pensait le «Newton» des Frangais, le célébre mathématicien et astronome
Pierre Simon, marquis de Laplace. On est en droit de penser que I'illusire marquis
- qui fut d'ailleurs I'un des grands contributeurs & ’essor des probabilités — a un peu
exagére. Il n'en est pas moins certain que la théorie des probabilités est devenue un
outil d’importance fondamentale pour un.nombre considérable de scientifiques,
d’ingénieurs, de médecins, de juristes et d"industriels. En fait I'homme éclairé a appris
a ne plus demander «est-ce ainsi™ mais plutdt «quelle est la probabilité qu’il en soit
ainsi?».

Ce livre se veut une introduction élémentaire a la théorie mathématique des
probabilités pour les étudiants qui possédent assez de connaissances prealables en
calcul différentiel et intégral, qu’ils travaillent en mathématiques, dans les sciences de
P'ingénieur et méme dans n'imporie quelle science en général (y compris les sciences
sociales et du management). Il essaie de présenter non seulement la partie mathémati-
que de la théorie des probabilités mais aussi, et & travers une foule d’exemples, les
nombreuses applications possibles de cette connaissance.

Dans le chapitre 1 sont présentés les principes de base de 1’analyse combinatoire,
qui sont extrémement utiles pour le calcul des probabilités.

Dans le chapitre 2 on considére les axiomes de la théorie des probabilités et on
montre comment ils peuvent &tre utilisés pour calculer les probabilités auxquelles on
s'intéresse. Ce chapitre inclut une preuve de I'importante (et malheureusement sou-
vent néglipée) proprieté de continuité des probabilités, qui est alors utilisée pour la
résolution d’un paradoxe.

Le chapitre 3 traite des trés importantes notions de probabilité conditionnelle
et d’indépendance d'événements. Par une série d’exemples, nous illustrerons com-
ment les probabilités conditionnelles interviennent non seulement quand des informa-
tions partielles sont disponibles mais aussi comme outils pour nous permettre de
calculer des probabilités plus facilement, méme si aucune information partielle n’est
présente. Cette technique qui permet efficacement d’obtenir des probabilités en
conditionnant réapparait au chapitre 7, ol nous I'utilisons avec la notion d’espérance
conditionnelle.
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Dans les chapitres 4, 5 et 6 est discuté le concept de variable aléatoire. Les variables
aléatoires discrétes sont traitées au chapitre 4, les variables continues au chapitre 5
et les variables conjointes au chapitre 6. Les importants concepts d’espérance et de
variance d’une variable aléatoire sont introduits dans les chapitres 4 et 5. Ces quan-
tités sont alors déterminées pour plusieurs types courants de variables aléatoires.

Des propriétés supplémentaires de ’espérance sont présentées dans le chapitre 7.
De nombreux exemples illustrant I'atilité du résultat «I’espérance d’une somme de
variables aléatoires est égale 3 la somme de leurs espérances» sont également donnés.
Ce chapitre comprend d’autre part une section sur I’espérance conditionnelle, incluant
son utilisation en vue de la prédiction, et une autre sur les fonctions génératrices des
moments. Enfin, la derniére section présente la distribution normale multivariée ainsi
qu'une preuve simple concernant la distribution conjointe de la moyenne et de la
variance d’un échantillon provenant d’une distribution normale.

Au chapitre & sont présentés les principaux résultats théoriques de la théorie des
probabilités. Nous démontrerons en particulier 1a loi forte des grands nombres ¢t le
théoréme central limite. Notre démonstration de la loi forte est relativement simple en
admettant que les variables aléatoires ont un quatriéme moment fini, et celle du
théoréme central limite repose sur le théoréme de continuité de Levy. Des inégalités
sur les probabilités sont aussi présentées dans ce chapitre, telles que 1'inégalité de
Markov, celle de Chebyshev et les bornes de Chernoff. La demiére section du chapitre
8 donne une borne pour 'erreur induite par I'approximation d’une probabilité
concernant la somme de variables aléatoires indépendantes de Bernoulli par Ja proba-
bilité correspondante d’une variable aléatoire de Poisson de méme espérance.

Le chapitre 9 présente quelques thémes choisis tels que lex chaines de Markov, le
processus de Poisson ainsi qu’une introduction a la théorie de l'information et du
codage.

Le chapitre 10 traite des aspects de la simulation de fagon plus étoffée que dans
I’édition précédente.

De nombreux exemples sont traités tout au long du texte et le lecteur trouvera aussi
quantité d’exercices - ou I'on a distingué des exercices théoriques et des problémes -
proposés peur approfondissement. Un grand soin a été porté 4 la formulation de ces
exemples et problémes. Une solution a la plupart des problémes est indiquée a la fin
de 'ouvrage tandis que pour les enseignants un recueil de solutions est disponible.'

Nousaimerions remercier les correcteurs suivants: Thomas R. Fischer, Texas A& M
University; Jay Devore, California Politechnic University, San Luis Obispo; Robb
J. Muirhead, University of Michigan; David Heath, Cornell University; M. Samuels,
Purdue University; 1. R. Savage, Yale University; R. Miiller, Stanford University.
K. B. Athreya, Iowa State University; Phillip Beckwith, Michigan Tech; Howard
Bird, St. Cloud State University; Steven Chiappari, Santa Clara University; James
Clay, University of Arizona at Tucson; Francis Conlan, University of Santa Clara;
Fred Leysieffer, Florida State University; lan McKeague, Florida State University;
Helmut Mayer, University of Georgia; N. U. Prabhu, Cornell University; Art
Schwartz, University of Michigan at Ann Arbor; Therese Shelton, Southwestern
University; and Allen Webster, Bradley University.

' Seutement dans la version- anglaise. Pour I'obtenir, s'adresser directement & Macmillan
Publishing Company 866 Third Avenue, New York, New York 10 022.
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CHAPITRE |

Analyse combinatoire

1.1 INTRODUCTION

Examinons d’emblée un probléme typique de ceux mettant en jeu la notion de
probabilité. Un systéme de communication est composé de » antennes identiques
alignées. Ce systéme ne pourra alors capter de signal incident — il sera alors qualifié
de fonctionnel — gu’aussi longtemps que deux antennes consécutives ne seront pas
défectueuses. Si on découvre quexactement m des n antennes sont défectueuses, quelle
est la probabilité que ce systéme reste fonctionnel?

Etudions par exemple le cas particulier ou n = 4 et m = 2. Le systéme peut alors
se trouver dans I'une des 6 configurations suivantes:

—— e O D
SO = e O -
(=R =

1
1
0
0
0
1

ol 1 signifie que ’antenne fonctionne et 0 qu’elle est défectuevse. Comme notre
systéme sera fonctionnel dans les trois premiéres configurations mais pas dans les trois
derniéres, il semble raisonnable dattribuer 4 la probabilité cherchée la valeur § = ;.
On pourrait de maniére similaire calculer la probabilité que le systéme fonctionne
pour des valeurs quelconques de m et de #. Plus précisément il faudrait calculer le
nombre de configurations qui maintiennent le systéme fonctionnel et le diviser par
le nombre de toutes les configurations possibles.

Cet exemple permet de réaliser qu'il est souhaitable de disposer d'une méthode
efficace pour dénombrer les différentes situations pouvant se présenter lors d’une
expérience. En fait, bien des problémes en théorie des probabilités peuvent étre résolus
simplement en comptant le nombre de maniéres différentes selon lesquelles un certain
événement peut se réaliser. Par convention on appelle analyse combinatoire la théorie
mathématique du dénombrement,
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i.2 PRINCIPE FONDAMENTAL DE DENOMBREMENT
1.2.1 Version restreinte

Ce principe de dénombrement (ci-dessous théoréme 1.1) sera essentiel par la suite.
I1 établit en gros que si une expérience peut produire s résultats et une autre », alors
il ¥ a mn résultats possibles lorsqu'on considére ces deux expériences ensemble,

Théoréme 1.1

Supposons qu'il faille réaliser deux expériences. Si lexpérience | peut produire I'un
guelconque de m résultats et si, pour chacun d'entre eux, il v a n résultats possibles
pour Lexpérience 2, alors il existe mn résultats pour les deux expériences prises
ensemble.

DEMONSTRATION. On peut obtenir la démonstration en énumérant tous les résultats
des deux expériences comme suit:

(1, 1).4(1,2),...,(1, m)
(2,1).42,2),....(2,n)

(1), (m,2), ., (my )

Dans ce tableau un résultat a été noté (/. ) si I'expérience 1 a produit le i-éme de ses
résultats et si expérience 2 a produit le j~éme des siens. On voit que 'ensemble des
résultats possibles est composé de m lignes de n élémenis chacune, ce qui démontre
le résultat annonce. u

Exemple 1.1 Une petite communauté se compose de dix hommes et de leurs fils,
chaque homme ayant trois fils. Si un homme et 'un de ses fils doivent étre désignés
«pére et fils exemplaires», combien y a-t-il de choix différents possibies?

SoruTion, En considérant le choix du pére comme la premiére expérience et ensuite
le choix de I'un de ses fils comme la seconde, nous conclurons d'aprés le principe
fondamental qu'it y a I0-3 = 30 choix possibles. [ ]

1.2.2 Principe fondamental généralisé

Lorsqu'il y a plus de deux expériences a réaliser, le principe fondamental peut étre
genéralise comme suit:

Théoréme 1.2

Si r expériences doivent éire réalisées et sont telles que la premiére peut produire 'un
quelcongue de ny résultats, et si pour chacun d'entre eux il y a ny résultats possibles
pour fa X2 expérience, et 5i pour chague résulial des deux premiéres expérierices il
ven an, pour la 3* expérience, et ainsi de suite, il v aura alors au toral ny -ny - ... 0,
rosultars pour fes v expériences prises ensemble.
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1.2.3 Exemples d’applications du principe fondamental

Exemple 1.2 Le comité de planification d'un collége est constitué de 3 étudiants de
premiére année, 4 de deuxiéme, 5 de troisiéme et 2 de derniére année. Un sous-comité
de 4 étudiants comportant un représentant de chaque classe doit étre choisi. Combien
peut-on former de sous-comités?

SoLuTioN. Nous pouvons considérer le choix d’un sous-comité comme le résultat
combiné de 4 expériences distinctes, chacune consistant a choisir un unique représen-
tant dans I'une des classes. Par conséquent, en apphication de la version généralisée
du principe fondamental, il ya 3-4-5-2 = 120 sous-comités possibles. ]

Exemple 1.3 Combien de plagues minéralogiques portant un matricule de 7 carac-
téres peut-on former si les 3 premiers caractéres sont des lettres et les 4 derniers
des chiffres?

SoLumion. En application de la version généralisée du principe de base, la réponse
est 26-26-26-10-10- 1010 = 175 760 000. ]

Exemple 1.4 Combien de fonctions définies sur # points peut-on construire si ces
fonctions ne peuvent prendre pour valeur que 0 ou 1?

SoLuTioN. Numérotons de | 4 n les points. Puisque f{7) ne peut prendre pour chaque
i=12,..,n que deux valeurs, il y a 2° de ces fonctions. ]

Exemple 1.5 Dans 'exemple 1.3, combien de plagues minéralogiques pourrait-on
avoir si ['on excluait que les lettres ou les chiffres se répétent?

SoLuTion. Dans ce cas, il y aurait 26-25-24-10-9-8-7 = 78 624 000 plaques
possibles. .

1.3 PERMUTATIONS
1.3.1 Permutations d’objets distinguables

Combien existe-t-il d’arrangements ordonnés des lettres g, b et ¢? Par énumération
directe nous en trouvons 6, a savoir: abe, ach, bac, bea, cab et cha. Chaque arrange-
ment est par convention appelé permmeation. Il y a ainsi 6 permutations possibles des
éléments d’'un ensemble de 3 objets. Ce résultat auvrait également pu étre construit a
partir du principe fondamental; la premiére lettre de la permutation peut étre
n'importe laquelle des 3, la deuxiéme lettre peut ensuite étre choisie parmi les 2
restantes tandis que la troisiéme ne peut plus faire I'objet d’aucun choix. Ainsi. il ya
3:2-1 = 6 permutations possibles.

L'expression w/, dite » factorielle est définie par I'équation

moe=n-1)(n=2)..3-2-1 (1.1)



4 Initiation aux probabilités

Supposens maintenant que nous ayons 1 objets. Un raisonnement analogue a celui
que nous venons d'utiliser ci-dessus établit le théoréme suivant:

Théoréme 1.3
Le nombre de permutations de n objets est n! .

1.3.2 Exemples de permutations

Exemple 1.6 Combien d’ordres 4 1a batte peut-on avoir pour une équipe de baseball
de 9 joueurs'?

SoLuTion. |l existe 9 = 362 880 ordres selon lesquels les joueurs peuvent se succéder
a la batte. ]

Exemple 1.7 Un cours de théorie des probabilités est suivi par 6 hommes et 4 femmes.

Un examen a lieu, puis les étudiants sont classés selon leur note. On suppose exclu

que deux étudiants obtiennent la méme note.

» Combien de classements peut-on avoir?

+ Si les hommes sont classés entre eux uniguement et les femmes entre elles, combien
de classements globaux peut-on avoir?

SoLuTion.

+ Comme chaque classement correspond 4 un certain arrangement ordonne de 10
persennes, on voit que la répense i cette partie du probléme est 10! = 3 628 800,

¢ Comme il y a 6! classements des hommes entre eux et 4! classements des femmes
entre elles, il résulte par application du principe fondamental gqu’il y aura dans ce
cas (614! = (720)(24) = 17 280 classements possibles. ]

Exemple 1.8 M. Jones va disposer 10 livres sur un rayon de sa bibliothéque. Quatre
d'entre eux sont des livres de mathématiques, trois de chimie, deux dhistoire et un
de langue. Jones aimerait ranger ses livres de fagon que tous les livres traitant du
méme sujet restent groupes. Combien y a-i-il de dispositions possibles?

Sorution. Ny a 4t 31 21 1! dispositions telles que les livres de mathématiques se
presentent devant, derriére eux les livres de chimie, puis ceux d’histoire, enfin celui
de langue. Pour chaque autre ordre de présentation des sujets il y a de méme 41 31 2! I
dispositions des livres. Par conséquent, comme ces ordres de présentation des sujets
sont au nombre de 4!, la réponse cherchée est 4! 41 3121 11 = 6912 ]

1.3.3 Permutations d’ebjets partiellement indistinguables
Nous allons maintenant nous attacher a déterminer le nombre de permutations
dans un ensemble de » objets quand certains de ces objets sont indistinguables les uns

des autres. Pour mieux saisir de quoi il s'agit, considérons 'exemple suivant:

I'Nde: A 1our de réle. wus les joucurs doivent servir 4 la batte lors du jeu. sans répelition.
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Exemple 1,9 Combien d’arrangements différents peut-on former avec les lettres
PEPPER?

SoLuTioN. On remarquera d’abord qu'il existe 6! permutations des lettres P, E, P,
P, E, R lorsque les trois P et les deux E sont distingués les uns des autres. Cependant,
considérons |'une quelconque de ces permutations - P, P, E, P; E, R par exemple —.
Si nous permutons les P entre eux et les E entre eux, I'arrangement résultant sera
encore de la méme forme P P E P E R. En fait, chacune des 3! 2! permutations

P PE PyE:R
PAPiE PLER
PP EPER
PPE P E,R
PPVE PE,R
PAPLEPER

PP, E.P;E R
PhP,E,P,E\R
PP E,P.ER
P2P3E2P1 E]R
P P.E,P,E R
PP E,PVE R

est de la forme P P £ P E R. Par conséquent il y aura 6//(3! 2) = 60 arrangements
possibles des lettres P EP P E R. [ ]

Plus généralement, grace au méme raisennement que celui utilisé dans I'exemple
1.9, on établit le théoreme suivant:

Théoréme 1.4
HHya
n!
ndnteon! (1.2)

permutations différentes de n objets parmi lesquels n| sont indistinguables entre eux,
n, autres enire eux également, ..., n_entre ecux,

1.3.4 Exemples de permutations d’objets partiellement indistinguables

Exemple L.I0 Parmi les 10 participants 4 un tournoi d’échec, on compte 4 russes,
3 américains, 2 anglais et un brésilien. 5i dans le classement du tournoi on ne peut
lire que la liste des nationalités des joueurs mais pas leur identité, 4 combien de
classements individuels differents une telle liste correspond-elle?

SoLution. llya

10!

At 12600

classements possibles. [

Exemple 1.11 On compose des signaux en alignant des drapeaux suspendus. Combien
de ces signaux peut-on former si parmi les drapeaux a disposition 4 sont blancs, 3 sont
rouges, 2 sont bleus et si tous les drapeaux d’une méme couleur sont indistinguables?
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SoLution. Ilya
9!

a3z - 1280

signaux differents. ]

1.4 COMBINAISONS
1.4.1 Définitions

Nous serons souvent intéressés 4 déterminer le nombre de groupes de r objets qu’il
est possible de former sans répétition a partir d’un total de » objets. Par exemple,
combien de groupes de 3 objets peut-on construire en tirant parmi les 5 objets A, B,
C, D et E? Pour y répondre, on peut raisonner comme suit: puisqu'il ¥ a 5 fagons de
choisir le premier objet, 4 de choisir ensuite le deuxiéme et 3 de choisir le dernier, il
y a donc §-4- 3 fagons de composer des groupes de 3 objets en tenant compte de
I'ordre dans lequel ces objets sont choisis. Cependant, un triplet donné, par exemple
le triplet constitué des objets A, B et C, apparaitra 6 fois. En effet, chacune des
permutations 48C, ACB, BAC, BCA, CAB et CBA sera distinguée lorsqu'on tient
compte de I'ordre. Il en résulte que le nombre total de groupes pouvant étre formés
est

5-4-3
3.241

=16

Plus généralement, n (n—1) ... (#—r+1) représente le nombre de maniéres de
choisir un groupe de r objets parmi » lorsqu'on tient compte de T'ordre. Comme
chaque groupe de r objets sera distingué ! fois dans ce dénombrement, le nombre de
groupes de r objets pris dans un ensemble de » sera

nn=1)---(n—r+1)  n!
4 *(n—r)!r!

L'expression (%), pour r < n, est définie par I'équation’

n n!
= 1.3
(r) (n—mtn (1.3)

Une combinaison de r objets pris parmi # est tout sous-ensemble de r objets choisis
sans répeétition dans un ensemble en contenant .

Théoréme 1.5
(") est le nombre de combinaisons de r objets pris parmi n, ou encore le nombre de
groupes de taille r si, dans le choix, l'ordre n'est pas considéré comme significatif.

2 par convention 0! a pour valeur |. Donc @ = () = 1. Deplus(7)=0lorsque i <G oui>n.
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1.4.2 Exemples de calcul de combinaisons

Exemple 1.12 On veut former un comité comprenant 3 des 20 personnes d’un groupe.
Combien y a-t-il de ces comités?

SoLutioN, Iy a (‘“) 3 '.,° - = 1 140 comités possibles. |

Exemple 1.13 A partir d’un groupe de 5 hommes et de 7 femmes, combien de comités
différents composés de 2 hommes et de 3 femmes peut-on former? Qu’en est-it si 2 des
femmes s'entendent mal et refusent de siéger simultanément au comité?

soLuTIoN. Comme il y a (3) groupes possibles de 2 hommes et (3) groupes possibles
de 3 femmes, il y a selon le principe fondamental (3)- (}) = "’ = 350 comités
de 2 hommes et 3 femmes.

32

Considérons maintenant le cas ol deux des femmes refusent de siéger ensemble
au comité. Comme il ¥ aura (3)(3) groupes possibles de trois femmes ne contenant
aucune des deux ennemies en question et (';’)(2) groupes contenant exactement ['une
des deux, il y aura par conséquent (3} + () = 30 groupes de 3 femmes ne
contenant pas les deux ennemies a la fois. Puisqu’il y a (3) fagons de choisir les
2 hommes, il sera possible au total de composer 30 - (3) = 300 comités différents. m

Exemple 1.14 Considérons un ensemble de » antennes alignées dont m sont défec-
tueuses et #—m en état de marche. Supposons que les antennes défectueuses soient
indiscernables entre elles et que celles qui marchent le soient également entre elles.
Combien de configurations peut-on trouver pour lesquelles deux antennes défectueu-
ses ne sont jamais voisines?

SoLyutioN. Imaginons d’abord un alignement composé des seules n-—m antennes
fonctionnelles. Si maintenant deux antennes défectueuses ne deivent jamais étre
voisines, les espaces entre les antennes fonctionnelles ne peuvent contenir chacun
qu'au plus une antenne défectueuse. Considérons le schéma suivant:

oFoFoFo..cFoFo

ou F désigne un emplacement d’antenne fonctionnelle et o un emplacement pour au
plus une antenne en panne. Parmi les n—m+1 positions du type o il faut en choisir
m o mettre effectivement les antennes défectueuses. Il y a par conséquent ("~ 7*1)
dispositions pour lesquelles on trouve toujours une antenne fonctionnelle au moins
entre deux antennes défectueuses. ]

1.4.3 Identité remarquable

Lidentité suivante entre grandeurs combinatoires est trés utile:

(-CG2D-7) veen e
r r—1 ¥

Théoréme 1.6
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DEMONSTRATION, L'équation (1.4) peut étre démontrée analytiquement mais aussi
grice a Pargument combinatoire suivant: considérons un groupe de # objets et fixons
notre attention sur I'un d’entre eux en particulier, appelons-le objet 1. Il y a alors ({Z])
combinaisons de taille r qui contiennent 'objet | (puisque chaque combinaison de ce
genre est formée en choisissant r— 1 objets parmi les #— | restants). Il y a également
(">} combinaisons de taille r ne contenant pas I'objet 1. Comme il y a au total ()
combinaisons de taille r, (1.4) se trouve vérifiee. [ ]

1.4.4 Théoréme du binébme

Les nombres () sont souvent appelés coefficients bimomiaux en raison de leur réle
dans te théoréme du bindéme.

Théoréme 1.7
n hid H n-
(x+y) =kzo(k)x"y ) (1.5)

Mous allons exposer deux démonstrations du théoréme du binéme. La premiére est
obtenue au moyen d'un raisonnement par induction, tandis que la seconde est basée
sur des considérations d’analyse combinatoire.

DEMONSTRATION PAR INDUCTION. Pour 7 = 1, (1.5) se réduit &

1
x+y=((1))x“y'+(l)x'y°=x+y

Admettons que (1.5) soit vérifiée pour #— 1. Alors

(x+y)" = (x+yx+y""

—(x4p T (" ' 1)x"y“”""
k=0

el Rl B N =t (”_1) k n—k
= +
P B G B

En posant i = £+ 1 dans la premiére somme et i = k dans la seconde on obtient

(x+y)" =% (?: l)x‘y"“ +% (" ; l)x‘y"“

rm] 1 i=i)

R (R o

=1 . .
="+ z (r‘l)xryn—f_'_yn

i=1 A\

S
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ot "avant-derniére transformation est obtenue grice a (1.4). Ce théoréme se trouve
done démontré par induction.

DEMONSTRATION PAR UN ARGUMENT D’ANALYSE COMBINATOIRE. Considérons le produit
suivant:
(e + y )+ y2) - (x + y)

En le développant on obtient une somme de 27 termes, chaque terme étant un produit
de n facteurs. Chacun des 2" termes de la somme contiendra a son tour soit le facteur
x;, soit y; et ceci pour tout § = 1,2, .., n. Par exemple:

(x+yHxtyp)=xx+txy+ynntnn

Combien maintenant de ces 2" termes de la somme auront-ils & facteurs en x et (n—k)
en y? Comme chaque terme constitué par k des x; et (n— k) des y, correspond au choix
d’un groupe de & des n valeurs x, x,, ..., X, il ¥ aura (}) de ces termes. Par conséquent,
en posant x; = x, y;, = y pour { = I, 2, ..., » nous voyons que

(x+y)"= ¥ (:)x"y""‘ .

k=0

1.4,5 Exemples d’application du théoréme de bindme

Exemple 1.15 Développer (x+ y).

=y +30y° + 3%y + x° .

SoLuTION.

Exemple 1.16 Combien y a-t-il de sous-ensembles d’un ensemble 4 » éléments?

SoLuTioN. Puisqu’il y a (§) sous-ensembles de taille k, la réponse est

H

) (") —(1+1)"=2"
k=0 k

On pourrait aussi obtenir ce résultat en assignant a chaque élément de I’ensemble
s0it le nombre 0 soit le nombre 1. A chaque assignation compléte correspond de
maniére bivnivoque un sous-ensemble: celui constitué de tous les éléments auxquels
a éteé attribuée la valeur 1. Comme il y a 2" jeux d’assignations possibles, on obtient
bien le résultat précédent. Notons que nous avons admis comme sous-ensemble celui
ne contenant aucun élément (c’est-a-dire 'ensemble vide). Par conséquent, le nombre
de sous-ensembles non-vides est 27— 1. ]
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1.5 COEFFICIENTS MULTINOMIAUX
1.5.1 Introduction

Nous traiterons dans cette section du probléme swivant: un ensemble de »
objets distincts doit étre divisé en r groupes de tailles respectives my, ny. ..., 1, avec

.
2 n; = n. De combien de maniéres peut-on le faire?
i=)

Pour le savoir remarquons qu'il y a {;) possibilités de choix pour le premier
groupe; pour chacun de ces choix il y a (") possibilites de choix pour le deuxiéme
groupe; pour chaque choix des deux premiers groupesil y a (""" =™} possibilités pour
le troisiéme groupe et ainsi de suite. En utilisant alors la version généralisée du

principe fondamental de déenombrement il y aura

W) )

. n! (n—nt! (n—m-nm—--—n_ M
(n—n M nt(n—n —n)ln! 0t n,!
n!
ndnst---nt

divisions possibles.

) n
Soit r nombres ny, 1, ..., n, tels quen, + my, 4 ... + n, = n. Le terme (ny, ny, ..., 0}
est défini par I'équation

( : )_ = (1.6)
Hy, Hoyo o0 Ry LR B .

Théoréme 1.8
Le coefficient {, ," . ) représente le nombre de répartitions possibles de n objets en
r groupes distincts de tailles respectives ny, m,, ..., n,.

r

1.5.2 Exemples d’application du théoréme 1.8

Exemple 1.17 Le poste de police d’une petite ville compte 10 agents. Si 'organisation
de ce poste est d'avoir 5 agents en patrouille, 2 au poste travaillant activement et les
3 autres au poste également mais de réserve, 4 combien de répartitions de ces agents
en trois groupes ainsi définis peut-on procéder?

10!

SoLUTION. Tl y @ g5 = 2520 répartitions. [ ]



Analyse combinatoire 11

Exemple 1.18 1l faut répartir 10 filles en deux équipes 4 et Bde 5 peréonnes chacune.
L’équipe A sera placée dans une ligue et I'équipe B dans une autre. Combien y a-t-il
de répartitions possibles?

SoLuTioN. Il y en a jo = 252. n

Exemple 1.19 Pour disputer un match de basketbali, 10 gargons se répartissent en
deux équipes de 5. De combien de maniéres peuvent-ils procéder?

SoLunion. 1l faut remarquer que cet exemple est différent du précédent car ici I'ordre
des deux équipes n'a pas d'importance: plus précisément il n’y a pas d’équipe A se
distinguant d'une équipe B, mais seulement 2 groupes de 5 gargons. Par conséquent,
la solution est

10!/51 5!

T =126 =

1.5.3 Théoréme multinomial

Ce théoréme généralise le théoréme binomial. Sa démonstration fera I'objet d'un
exercice,

Théoréme 1.9

H

L] n n
b S0 SHIRA i 1.7
nh”Zs‘--Jnr) ( )

(n+x++x)= I (
(ny...., ek
e oHR=n
La somme est ici faite sur tous les vecteurs a composantes entiéres non négatives (ny,
Ay o) telsquen + m + .. + 8, =n

Les coefficients (, ," ,) sont appelés coefficients multinomiaux.

Exemple 1.20

2 2
(x,+x2+x3)2=(2 0 0)xfx3x2+(0 5 O)x?xﬁxg
2 0,02 2 P10
+ 0 0 2 x,x;x3+ 1 1 0 XyX2X3y

2 2
* (1, 0, l)x:xg"; * (0, 1, 1)x?xix;

=2 i x4 2x0x0 + 22,005 + 202%5 .
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1.6 REPARTITION DE BOULES DANS DES URNES

Il y a /" possibilités de répartir n boules discernables dans r urnes discernables
également. Cela provient du fait que chaque boule peut étre mise dans I’'une quelcon-
que des r urnes. Supposons maintenant que les # boules deviennent indiscernables.
Combien peut-on alors obtenir de répartitions?

Comme les boules sont indiscernables, le résultat de 'expérience qui consiste a
répartir les # boules dans nos r urnes est décrit par un vecteur (x;, X,, ..., x,) o0 X,
représente le nombre de boules contenues dans 1a i-éme urne. Le probléme revient
alors & trouver le nombre de vecteurs (x|, X, ..., x,} 4 composantes entiéres non
négatives tels que

Y +tx,+ -+ x,=n

Pour le calculer, commengons par considérer le noembre de solutions entiéres positives.
Pour cela, imaginons qu’il y a n objets indiscernables alignés et que nous voulons les
diviser en r groupes non vides. Ces objets peuvent &tre représentés comme suit:

0-0:0:0-...-0-0-0

ol les 0 représentent les » objets, les points de séparation symbolisant les n— 1 espaces
entre ces objets. Pour notre calcul, il suffit de désigner r— 1 des n— | espaces comme
points de division. Si par exemple n = 8 et r = 3 on peut choisir les deux séparations
comme suit; ’

000|000| 00

Le vecteur correspondant sera x; = 3, x, = 3, x; = 2. Comme il y a (!_|) choix
possibles nous venons de démontrer la proposition suivante:

Théoréme 1.10
iy a ("~} vecteurs distincts & composantes entiéres et positives satisfaisant a la
relation

X +tx;+-+x,=n, x>0,i=1,...,r

Pour obtenir le nombre des solutions non négatives (et non plus positives) il suffit
de remarquer que le nombre de solutions non négativesde x, + x, + ... + x, = 2
est le méme que celui des solutions positivesde yy + p; + .. + y, = n + rilonle
voit en posant y, = x,+ 1,7 = 1, ..., r). Ceci permet de démontrer la proposition
suivante, en utilisant la précédente:

Théoréme 1.11
Hya (") vecteurs distincts @ composantes entiéres et non négatives satisfaisant
a la relation

XXyt x =n (1:8)

Exemple 1.21 Combien I'équation x, + x, = 3 a-t-elle de solutions entiéres et non
négatives?

SoLuTioN. Tlyena (**17") = 4. Nommément, (0.3), (1.2). (2,1). (3.0). ]
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Exemple 1.22 Une personne dispose de 20 000 dollars a investir sur quatre placements
potentiels. Chaque mise doit se monter & un nombre entier de milliers de dollars. Entre
combien de stratégies d’investissement cette personne a-t-elle le choix si elle décide
de risquer la totalité des 20000 dollars? Qu'en est-il si on admet quelle puisse
n'investir gu'une partie seulement de la somme?

SoLuTioN. Soit x, le nombre de milliers de dollars placés dans I'affaire i, = 1, 2, 3,
4. Si {a totalité de I'argent doit étre investie, on aura

x1+.rz+x3+x4=20 x;ZO

Par suite il y a, en vertu du théoréme 1.11, () = 1771 stratégies d’investissement
possibles. 8i par contre on ne doit pas nécessairement investir tout I'argent, désignons
par x, le montant gardé en réserve. Une stratégie d'investissement pourra alors étre
représentée par un vecteur a composantes non négatives (x,, X, X3, X4 X5} tel que

x1+x2+x3+x4+x5=20
En vertu du théoréme 1.11 il y a donc ici (}) = 10 626 stratégies possibles. n

Exemple 1.23 Combien le développement de (x, + x; + ... 4+ x,)" compte-t-il de
termes?

SOLUTION.
I n " n n
(xy+x+ 0 +x)' =% Xyt x,
L0 PRI

ol la somme est prise sur tous les vecteurs (n,, ..., #,} 4 composantes non négatives
entiéres tels que n, + #, + ... + n, = n. Selon le théoréme 1.11 le nombre de ces
vecteurs, et par suite de termes dans la somme, est ("*/~'). [ ]

Exemple 1.24 Reprenons 'exemple 1.14 dans lequel nous avions un ensemble de »
objets dont m étaient défectueux et indiscernables entre eux tandis que les n— m autres
étaient en bon état (et également indiscernables entre eux). Notre but est toujours de
déterminer le nombre de séquences dans lesquelles deux objeis défectueux ne sont
jamais voisins. Pour cela, imaginons qu’on aligne d’abord les seuls objets défectueux
et gu'il va ensuite falloir placer les objets en état de marche. Désignons par x, le
nombre d'objets en bon état & gauche du premier objet endommagé, x, le nombre
d’objets en bon état entre les deux premiers objets endommages et ainsi de suite. On
peut construire un schéma:

n0xo0.. x 0x,,

1l y aura ainsi au moins un objet en bon état entre une paire d’objets défectueux si
Xx; > 0 pouri = 2, ..., m. Le nombre de configurations acceptables sera donc égal
au nombre de vecteurs (x|, ..., X, ,) qui satisfont a x, + .. + x,,, = n—metd
x 20 x,,20,x;>0pouri =2 ., ,m
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Mais en posant y, = x,+1, 3, = x,pouri = 2, .. mety,  , = x, . + | nous
voyons que ce nombre est aussi [e nombre de vecteurs yy, ..., ¥, @ composantes
positives satisfaisant I'équation

yl + ... + ym+l = n_m+2
n—m+ 1
G

En vertu du théoréme I.10 il existe ) de ces configurations, ce qui corrobore

la solution de I'exemple |.14.

Supposons maintenant que nous nous intéressions au nombre de configurations
dans lesquelies toute paire d’objets défectueux est coupée par au moins deux objets
en bon état. Selon le méme raisonnement que celui mené ci-dessus, ce nombre est égal
au nombre de vecteurs satisfaisant

xl+..-+xm+l=n—m x]20,xm+120,x;22,f=2,...,m

Enposanty, = x,+1,y, = x,—1pouri =2,...mety,,, = Xx,,, + | onconstate
que ce nombre est encore égal a celui des solutions a valeurs positives de 1'équation

N+ +yg=n—-—2m+3

Ce nombre de configurations est donc, selon le théoréme 1.10, ("~ 2+?) ]

1.7 EXERCICES THEORIQUES

L7.1 Donner une preuve de la version généralisée du principe fondamental de
dénombrement.

[.7.2 On réalise deux expériences consécutivement. La premiére peut présenter m
résultats différents. Pour le i-éme de ces résultats la seconde peut présenter », résultats,
i =1, ..., m Quel est le nombre d'issues possibles lorsqu’on considére les deux
expériences comme faisant un tout?

1.7.3 De combien de maniéres peut-on choisir r objets parmi n si 'ordre de tirage est
significatif?

1.7.4 Donner un argument d*analyse combinatoire pour justifier I'égalité (}) = (,”,).

L75 1l y a () permutations de n boules parmi lesquelles r sont noires et n—r
blanches. Expliquer ce résultat grice 4 un argument d’analyse combinatoire.

1.7.6 Donner une démonstration analytique de 1'équation (1.4).
1.7.7 Démeontrer que

() =@ G -+ C)E)

lorsque r < m r < m.
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On pourra considérer un groupe comprenant # hommes et m femmes puis déterminer
le nombre de sous-groupes de taille r,

1.7.8 Veérifier que pour n = 4

e (0

Présenter ensuite un argument d’analyse combinatoire en faveur de cette équation.
Auparavant on considérera un groupe de n+ 1 objets desquels un est jugé spécial.
Montrer que les deux membres de Uidentité ci-dessus représentent le nombre de
sous-groupes de taille 4. Pour I'expression de droite, supposer qu'on mette initiale-
ment de coté I’cbjet spécial et choisir alors deux des ( "} sous-groupes de taille 2 par-
mi les n objets restants. Si les deux sous-groupes choisis n’ont pas d’objet commun,
utiliser alors leur union comme sous-groupe de taille 4; s’ils ont un objet commun,
utiliser alors les 3 objets distincts de leur union plus I'objet spécial comme sous-
groupe de taille 4. En utilisant cette approche pour obtenir tous les sous-groupes de
taille 4, combien de fois apparait chaque sous-groupe?

1.7.9 Fournir un argument d’analyse combinatoire pour expliquer que () est égal
A (i)

1.7.10 Montrer que

(R b VR

Ry, Hayeon s By m—1,n,....8
(1)
+ d oo
n,,n;—l,...,n,

( )
+4
nhnz,...,ﬂ, ]

1.7.11 Démeontrer le théoréme multinomial.

1.7.12 Montrer que pour n > 0

3 (—1)"“‘(") =0

i=0 i

1.7.13
a)} Démontrer Iidentité suivante par induction:

kf_:l k(:) =pn2""!
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b) Fournir un argument d’analyse combinatoire pour l'identité précédente en consi-
dérant un ensemble de n personnes et en déterminant de deux maniéres le nombre
de compositions possibles pour un comité assorti d’un président. On peut considé-
rer les étapes intermédiaires suivantes
+ Combien de comités de taille k avec son président peut-on composer?

« Combien y a-t-il de compositions possibles pour un président et les autres
membres du comité?

¢) Vérilier U'identité suivante pourn = 1,2, 3, 4 et 5:

5 (Z)kz = 2" (0 + 1)
kwmj

Pour une démonstration de cette égalité par V'analyse combinatoire, considérer un

ensemble de i personnes et soutenir que les deux membres en présence représentent

le nombre de comités assortis d'un président et d’un secrétaire, le cumul étant possible.

On peut considérer les quelques €tapes intermédiaires suivantes:

¢ combien vy a-t-il de comités comprenant k& personnes exactement?

» Combien y a-t-il de choix pour lesquels on observe un cumul des fonctions?
(réponse ; n 2" !

» Combien de choix évitent-ils le cumul?

d) Prouver maintenant que

i (n)k3=2n—3n2(n+3}
K=1 \k

1.7.14 De combien de maniéres peut-on répartir m boules indiscernables dans r urnes
de telle fagon que la i-éme urne contienne au moins m; boules? On admet que

ne X ",
i=1
REPONSE, ("7 2mtr—ly.
1.7.15 Montrer que
n+r-1 nin—i+r—2
(=AY
n i-o n—i
On pourra appliquer le théoréme 1.11.

1.7.16 Montrer qu'il y a (;)(,";,) solutions 4 I'équation x, + ... + x, = » pour
lesquelles & exactement des termes de la somme sont nuls,

1.7.17 On considére une fonction flx|, ..., x,) de n variables. Combien de dérivées
partietles d’ordre r y a-t-il?
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1.7.18 Utiliser I'exercice 1.7.7 pour démontrer que
WEMW
n k=0 k
1.7.19
a) En utilisant un raisonnement par induction et I'identité suivante
my fm~1 + m—1
k k-1 k
n+r i+ r—1
(24077
n ji=e J

b) Donner une seconde démonstration en montrant que chacun des deux membres de
I'égalité précédente est égal au nombre de solutions distinctes entiéres et non
négatives de l'inégalité

montrer que

I|+x2+"‘+x,5n

. + : : :
Pour voir que (" j ") est égal au nombre de solutions non négatives, voir que le
nombre de solutions non négatives de x; +...+ x, < n est le méme que le nombre de
solutions non négativesde x; +..+ x, + x,, (=1,

1.7.20 On veut choisir un comité de j personnes dans un ensemble en comptant n. De

ce comité on veut aussi choisir un sous-comité de taille i, i < j.

a) Ecrire une identité d’analyse combinatoire en calculant de deux maniéres le nom-
bre de choix pour le comité et son sous-comité. On supposera dans un cas que le
comité est tiré d'abord puis son sous-comité et dans le second cas que cest

Pinverse.
b) Utiliser le résultat de a) pour la démonstration de Pidentité suivante:

EQ)D (s o=n

¢) Utiliser le résultat de a) et 'exercice 1.7.12 pour prouver que
n n _
z ( -)({)(_1)« ‘=0, i=n
j=i \J i

1.8 PROBLEMES

1.8.1 Combien existe-t-il de plagues minéralogiques a4 7 caractéres
* si les deux premiers sont des lettres et les 5 autres des chiffres?
» Méme question en supposant que les répétitions de lettres ou de chiffres sur la

méme plague sont exclues.
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1.8.2 John, Jim, Jay et Jack ont formé un orchestre a 4 instruments. Si chacun des
gargons peut jouer des 4 instruments, combien d’arrangements peut-on concevoir?
Que se passe-t-il si John et Jim peuvent jouer des 4 instruments mais si Jay et Jack
ne savent jouer ¢u'au piano ou a la batterie?

1.8.3 Les indicatifs téiéphonigues des Etats-Unis et du Canada sont composés de trois
chiffres. Le premier chiffre est un entier compris entre 2 et 9; le deuxigme est soit 0
soit 1; le troisi¢me est un entier compris entre 1 et 9. Combien y a-t-il d’indicatifs
possibles? Combien y a-t-il d’indicatifs commenqgant par 4?7

1.8.4 Une célebre chanson enfantine commence de la fagon suivante :

En allant a St Ives
J'ai rencontré un homme avec 7 femmes.
Chaque femme avait 7 sacs.
~ Chaque sac contenait 7 chats.
Chaque chat avait 7 chatons.

Combien de chatons le voyageur a-t-il renconteés?

1.8.5 On doit asseoir sur un rang 4 Américains, 3 Frangais et 3 Anglais. Les gens de
méme nationalité doivent rester ensemble. Combien de dispositions peut-on imaginer?

1.8.6 De combien de maniéres peut-on asseoir en rang 3 gargons et 3 filles?

a} Méme question st les gargons doivent rester ensemble et les filles aussi.

b} Méme question si seuls les gargons doivent rester ensemble,

c) Méme question si deux personnes du méme sexe ne doivent jamais voisiner.

1.8.7 Combien d'arrangements différents peut-on faire avec les lettres des mots
suivants:

a) PINTE

b) PROPOSE

c) MISSISSIPPI

d) ARRANGE?

1.8.8 Un enfant posséde 12 cahiers: 6 noirs, 4 rouges, | blanc et 1 bleu. 8il tient 4
placer les noirs les uns derriére les autres, de combien de maniéres peut-il les ranger?

1.8.9 De combien de maniéres peut-on asseoir 8 personnes en rang si:

a) aucune restriction n'est mise;

b) les personnes 4 et 8 veulent étre ensemble;

¢) les hommes ne doivent avoir que des voisines et inversement, en supposant qu'il
y a 4 hommes et 4 femmes;

d) les hommes, qui sont au nombre de 5, doivent rester ensemble;

€) les personnes forment 4 couples de gens mariés et si chaque couple doit rester
réuni?
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1.8.10 De combien de maniéres peut-on placer 3 romans, 2 livres de mathématiques
et 1 de chimie sur une &tagére si:

a) aucune restriction n’est mise;

b) les livres de mathématiques doivent étre rangés ensemble et les romans aussi;
¢) seuls les romans doivent étre rangés ensemble?

1.8.11 On veut choisir dans un club comptant 10 membres un président, un secrétaire
et un trésorier; le cumul est exclu. De combien de maniéres peut-on attribuer ces
charges si:

a) aucune restriction n’est imposée;

b) A et B refusent d’officier ensemble;

¢) C et D officieront ensemble ou pas du tout;

d) E doit avoir une charge;

e) Fn’accepte que la charge de président?

1.8.12 Cinq prix doivent ére décernés & des étudiants méritants choisis dans une
classe de 30 personnes (par exemple «meilleure performance académique», «meilleur
leadership», etc). Combien de résultats peut-on avoir si:

a) le cumul des prix est admis;

b) le cumul n’est pas possible?

1.8.13 On considére un groupe de 20 personnes. Si chaque personne serre la main de
toutes les autres, combien y a-t-il de poignées de main?

1.8.14 Combien de mains de poker existe-t-il? Le jeu comprend 52 cartes, une main
en contient 5.

1.8.15 On veut former un comité de 7 personnes, dont 2 républicains, 2 démocrates
et 3 indépendants. On a le choix parmi 5 républicains, 6 democrates et 4 indépendants,
De combien de maniéres peut-on procéder?

1.8.16 Un étudiant doit répondre a 7 des 10 questions d’un examen;
a) de combien de maniéres peut-il les choisir?
b) Méme question s'il est obligé de choisir au moins 3 des 5 premiéres questions.

1.8.17 Dans un groupe de 8 femmes et 6 hommes, on doit former un comité de 3
hommes et 3 fernmes. Combien de comités différents peut-on former si :

a) 2 des hommes refusent d’étre ensemble dans le comité?

b) 2 des femmes refusent d’étre ensemble dans le comité?

¢) 1 homme et 1 femme refusent d’étre ensemble dans le comité?

1.8.18 Une femme a 8 amies et décide d’en inviter 5 i prendre le thé.

a) De combien de maniéres peut-elle s’y prendre si deux d’entre elles sont en mauvais
termes et ne viendront en aucun cas ensemble?

b) Et si au contraire deux d’entre elles ne viendront que si I'autre est aussi invitée?
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1.8.19 On consideére le wreillis de points ci-dessous. On suppose qu’en partant du
poinl A, on peut & chaque pas soit monter d’un cran, soit aller & dreite. On continue 2
avancer ainsi jusqu’a ce que le point B soit atteint. Combien de chemins différents
peut-on prendre pour aller de A & B?

Noter que pour atteindre B 2 partir de A, il faut faire 4 pas a droite et 3 vers le haut.

1.8.20 Dans le probleme 1.8.19, combien de chemins passant par le poiint encerclé ci-
dessous peut-on prendre pour aller de A 2 B?

' —

1.8.21 Un laboratoire de recherches en psychologie du réve dispose de 3 chambres
a deux lits. Trois paires de vrais jumeaux sont étudiées, On veut placer chaque paire
dans une chambre et assigner a chacun un lit bien déterminé. De combien de maniéres
peut-on organiser I'expérience?

1.8.22 Développer (3x2 + y)P.

1.8.23 Pour une partie de bridge chacun des 4 joueurs regoit 13 cartes. Le jeu en
compte 52. Combien y a-t-il de dounes possibles?

1.8.24 Développer (x; + 2x3 + 3x3)*.

1.8.25 Si 12 personnes doivent étre réparties en 3 comités comptant respectivement
3, 4 et 5 individus, de combien de maniéres peut.on s’y prendre?
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1.8.26 Un homme veut offrir un total de 7 cadeaux & ses 3 enfants. L’ainé en recevra
3 et les autres 2. De combien de manieres peut-il procéder?

1.8.27 Si 8 tableaux noirs doivent étre affectés A 4 écoles, de combien de maniéres
peut-on les répartir? Qu'en est-il si chaque école doit recevoir au moins un tableau?

1.8.28 Huit nouveaux professeurs vont étre envoyés dans 4 écoles.
a) Combien y a-t-il d"affectations possibles?
b) Qu'en est-il si I'on impose que chaque école recevra deux professeurs?

1.8.29 Un ascenseur quifte le rez-de-chaussée avec 8 personnes (groom non cotnpris).

Lorsqu’il parvient au 6° &tage, il est vide.

a) De combien de maniéres le groom a-t-il pu percevoir le départ des B persennes si
pour fui elles se ressemblent toutes? _

b) Qu'en est-il §'il peut faire la difference entre un homme et une femme, I'ascenseur
contenant § hommes et 3 femmes au départ?

1.8.30 Lors d’une vente aux enchéres, une collection de 4 Dali, 5 Van Gogh et
6 Picasso fait face a 5 collectionneurs. Toutes les oeuvres partent. La journaliste en
charge de couvrir I’événement n'a & noter que e nombre des Dali, Van Gogh et
Picasso acquis par chaque collectionneur. Combien de résultats sont-ils possibles dans
ces conditions?

1.8.31 Dix haltérophiles sont engagés dans une compétition par équipe. L' équipe

américaine compte 3 champions, ['équipe soviétique 4, I'équipe de Chine populaire

2 et le dernier homme est canadien. Le score publié n’indique que 1a nationalité des

haltérophiles, sans leur nom.

a) Dans ce cas, combien y a-t-il de listes de scores possibles?

b} Combien y en a-t-il si les Etats-Unis ont un concurrent placé dans les trois
meilleurs et deux dans les trois derniers?

1.8.32 Dix délégués de 10 pays — dont I'URSS, la France, la Grande-Bretagne et les
Etats-Unis — s’asseoient sur un rang. De combien de maniéres est-ce possible si le
frangais et I'anglais tiennent a étre voising tandis que I'américain et le soviétique
ne veulent pas I'étre?

1.8.33 Une personne a 20000 dollars & placer sur 4 affaires potentielles. Chaque
investissement doit étre un nombre entier de milliers de dollars et il existe un engage-
ment minimum pour chaque affaire que I'on retiendra. Ces minima sont respective-
ment 2, 2. 3 et 4 milliers de dollars. Combien de stratégies d'investissement y a-t-il
si:

a) un investissement doit étre fait sur chaque affaire;

b) au moins 3 des 4 affaires doivent étre couvertes?

1.8.34 Montrer que






CHAPITRE 2

Axiomes des probabilités

2.1 INTRODUCTION

Dans ce chapitre nous commencerons par une introduction au concept de probabi-
lit€¢ d’'un événement puis nous montrerons comment ces probabilités peuvent étre
calculées dans certaines situations. Nous aurons préalablement besoin, cependant, des
concepts d’ensemble fondamental et d’événement d’une expérience.

2.2 ENSEMBLE FONDAMENTAL ET EVENEMENT
2.2.1 Definitions

Considérons une expérience dont I'issue n'est pas prévisible. Bien que l'issue de
Pexpérience ne soit pas connue d’avance, admettons cependant que I'ensemble des

issues possibles est connu, lui. Cet ensemble des issues possibles 4 I'expérience est
désigné comme | ensemble fondamental de I'expérience et est noté S. Quelques exem-

ples suivent.
¢ Sile résultat de 'expérience équivaut 4 la détermination du sexe d'un nouveau-
né, alors

S=1lgn

ou le résultat g signifie que I'enfant est un gargon tandis que f désigne une fille.
+ Sil'issue de I'expérience est I'ordre d’arrivée a une course entre 7 chevaux ayant
les positions de départ 1, 2, 3, ..., 7, alors

S = {toutes les permutations de (1, 2, ..., 7)}

soit 7! au total.
* Si I'expérience consiste a jeter deux piéces, alors I'ensemble fondamental est
constitué des 4 points suivants:
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S = {(P,P), (P.F), (F.P), F.F)}.

On note le résultat (P,P) si les deux pieces montrent pile,
(P,F} si la premiére piéce montre pile et la seconde face,
(F.P) si la premiére piéce montre face et I'autre pile,
(F.,F) si les deux piéces montrent face.
« Si 'expérience consiste a jeter deux dés, alors Pensemble fondamental com-
prend les 36 points suivants:

S=UiLj) 4)=1,2,3,4,5,6}

ou I'événement (1, j) est réputé survenir si le dé le plus 4 gauche montre 7 et
l'autre j.

+ Sil'expérience consiste 3 mesurer en heures la durée de vie d’un transistor, alors
I'ensemble fondamental est égal a I'ensemble des nombres réels non négatifs,
c’est-d-dire

S={x:0=x <0}

Tout sous-ensemble £ de I'ensemble fondamental est appelé événement. Un événe-
ment est donc.un ensemble correspondant a divers résultats possibles de I'expérience.
Si un résultat de I'expérience est compris dans F, on dit que £ est réalisé. Voici
quelques exemples d’événements.

Dans le premier exemple ci-dessus, si E = {g}, alors £ est I'événement que Fenfant
est un gargon. De méme, si F = {/}, alors Fest "événement que 'enfant est une fille.

Dans le deuxiéme exemple, si

E = {tous les résultats dans S commengant par 3}

alors E est I'événement que le cheval N° 3 gagne la course.

Dans le troisiéme exemple, si £ = {(P,PXP,F), alors E est I'événement «la
premiére piéce montre pile».

Dans le quatriéme exemple, si £ = {(1,6), (2,5), (3.4), (4,3), (5.2), (6,1)}, E est
I'événement «la somme des dés est 7».

Dans le cinquiéme exemple, si E = {x: 0 £ x < 5§}, Eest I'événement «le transistor
dure moins de 5 heures».

2.2.2 Opérations sur les événements

Premiére opération: union

Pour toute paire d’événements £ et F d’un ensemble fondamental S, nous impose-
rons au nouvel événement E v F de contenir chague point se trouvant dans E, dans
F ou dans les deux a la fois. En clair, I’'événement £ o F sera réalisé si soit E soit F
Pest. Prencns le cas du premier exemple: si I'événement E est {g} et si Fest |/}, alors

EuF={gf}

ce qui revient d’ailleurs a dire que £ v F est I'ensemble fondamental S tout entier.
Dans le cas du troisiéme exemple, on pourrait poser £ = {(P.P), (F,P) et F = {(P.F}|.
On aurait alors Evu F = {(P.P), (P.F), (F,P)}. Ainsi Eu F sera réalisé si U'une des
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picces au moins montre pile. L'événement £« F est appelé Vunion de Pévénement E
et de Pévénement F.

Deuxiéme opération; intersection

De méme pour toute paire d’événements E et F on peut aussi définir le nouvel
événement £F, appelé intersection de E et F, comme Fensemble des réalisations qui
sont a la fois dans E et dans F. Cela veut dire que I'événement EF ne sera réalisé
que si E et Fle sont & la fois. On peut illustrer ceci grice au troisiéme exemple: si
E = {P.P), (P,F), (F,P)} est I'événement ou au moins une piéce donne pile et si
F = {{P.F), (F,P), (F,F)} est celui o0l au moins une piéce donne face, alors

EF = {P,F), (F.P))

est I'événement «une piéce montre pile et I'autre face».

Evénement vide

Dans le quatriéme exemple, si E = {(1,6), (2,5), (3,4), (4.3), (5,2). (6,1)} est
I'événement «la somme des dés est 7» et F = {(1,3), (2,4}, (3,3), (4,2}, (5,1)} est «la
somme des dés est 6», alors I'événement EF ne contient aucune réalisation et par
conséquent ne peut survenir. Puisqu'it faut donner un nom a un tel événement, on
I'appellera 1'événement vide et on le notera 5. (& désigne donc I'événement ne
contenant aucun point). Si EF = ¢4, alors E et F sont dits mutuellement exclusifs.

Extension des définitions
On définit I'union et I'intersection de plus de deux événements de la méme maniére:
=4
si E|, E,, ... sont des événements, leur union, notée \J E_, est par définition '"evéne-

=1

ment qui contient chague point qui se trouve dans E, pour au moins une valeur de

=]
n = 1,2, ... De méme I'intersection des événements E,, notée N E, est par définition

r=1
I'événement comprenant tous les points qui sont dans tous les événements E,, 4 la fois,
a=12,..

Troisiéme opération: complémentation

Finalement, pour chaque événement E le nouvel événement E* devra par définition
contenir tous les points de I'ensemble fondamental § qui ne sont pas dans E. Dans
le quatriéme exemple, si I’événement E = {(1,6), (2.5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1}}, alors
E* sera réalisé lorsque la somme des dés n’est pas égale 4 7. On notera par ailleurs
que $° = (& puisqu'il faut bien que I'expérience débouche sur une réalisation.

2.2.3 Représentation graphique d’événements

Pour toute paire d’événements E et F, si tous les points de £ sont aussi dans Falors
on dit que E est contenu dans Fet on écrit E < F{ou, ce qui est équivalent, F o E).
Ainsi, si E < Fla réalisation de £ entraine automatiquement celle de F. 8i £ = Fet
F < E, nous dirons que E et F sont égaux et écrirons £ = F.

Une représentation graphique trés utile pour lilustration des relations logiques
entre [es événements est le diagramme de Venn. L'ensemble § est représenté par tous
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les points d’un grand rectangle et les événements E, F, G ... sont représentés par tous
les points situés d Uintérieur de cercles inclus dans le rectangle. Des événements
d’intérét particulier peuvent ensuite étre mis en évidence en ombrant les aires appro-
priées du diagramme. Par exemple, dans les trois diagrammes de Venn moatrés sur
la figure 2.1, les zones ombrées représentent respectivement les événements £'u F, EF
et £°. Le diagramme de Venn de la figure 2.2 indique que £ < F.

{2} région en gris:  E\J F. ib)région en gns: EF,
hY

{c) région en gris: £,
Fig. 2.1

ECF

Fig. 2.2

2.2.4 Propriétés des opérations sur les événements

Les opérations d’union, d’intersection et de complémentation d’événements obéis-
sent & certaines régles rappelant celles de I'algébre. En voici quelques-unes:
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Commutativité E\UF = FUE EF = FE
Associativite (E\JFYUG = E\NFUG)Y (EF)G = E(FG)
Distributivitt (E\UFYG = EGUFG EFUG = (E\JGYFUG)

Ces relations sont démontrables en établissant que chaque résultat d’expérience
contenu dans P'événement situé 4 gauche du signe d’égalité est aussi contenu dans
I'événement de droite et inversément. Un moyen de le faire est d’utiliser les diagram-
mes de Venn. La distributivité par exemple peut étre établie grice a la séquence des
diagrammes de la figure 2.3.

E F E F

ia) région en gris: £G. {b} région en gris: FG.

E F

fc) région en gris: (EUF)G.
(EVFG=EGUFG

Fig. 2.3

Les relations suivantes entre les trois opérations de base consistant a former des
unions, des intersections ou des complémentations, sont connues sous le nom de lois
de DeMorgan et sont trés utilisées.

(Lf) E.-)C = Ef

i=] iw]
[ < "
<
(ﬂ E@) = U E;
i=l1 i=1
Pour démontrer la premiére de ces lois de DeMorgan, supposons d’abord que x soit
L4 n
un point de (U E;)*. Alors x n’est pas dans U £, ce qui signifie que x n’est contenu
i=1 im]
dans aucun des événements E; . = |, 2, ..., n. Ceci implique que x est contenu 4 son

L
tour dans £} pour chaque i = 1, ..., n et donc contenu dans N £7. Pour la réciproque,

i=|
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L
supposons que x soit un peint de N EY. Alors x appartient d chaque E5,7 = 1,2, .., s
i=1
n
Cela signifie que x n'est pas contenu dans {J E,, ce qui entraine enfin que x est
i=1

H
contenu dans (I} EJ. Ceci prouve la premiére des lois de DeMorgan. Pour prouver
f=1 ’

la deuxiéme loi de DeMorgan, nous utilisons la premiére pour obtenir

(QH)=ﬁww

ce qui, du fait que (E) = E, est équivalent a
(um)=m&
1 (

En prenant le complément des deux membres de I"équation ci-dessus, on obtient
précisément le résultat voulu:

e (i)

2.3 AXIOMES DES PROBABILITES
2.3.1 Diverses approches

Un moyen de définir la probabilité d’un événement est de le faire en termes de
fréquence relative. Une telle définition est habituellement formulée ainsi: en suppose
qu'une expérience d'ensemble fondamental S est exécutée plusieurs fois sous les
mémes conditions. Pour chaque événement £ de S on définit n{ E) comme fe nombre
de fois ou l'événement E survient lors des » premiéres répétitions de 'expérience.
Alors P(E), la probabilité de I'événement E, est définie par

P(E}= lim nE)
a+x 1
Cela veut dire que P(£) est définie comme la limite du pourcentage du nombre de
fois ou E survient par rapport au nombre total des répétitions. C’est donc la fréquence
limtite de E.

Bien que la définition précédente soit intuitivement commode, et quelle doive
toujours rester a Pesprit du lecteur, elle posséde un sérieux inconvénient. Nous ne
savons en fait pas si #( £) va converger vers une limite constante qui sera la méme pour
chaque séquence de répétitions de I'expérience. Dans le cas du jet d’une piéce par
exemple, peut-on étre sir que la proportion de piles sur les # premiers jets va tendre
vers une limite donnée lorsque # grandit a I'infini? En plus, méme si elle converge vers
une certaine valeur, peut-on étre siir que nous obtiendrons de nouveau la méme
proportion limite de piles si I'expérience est entiérement répétée une deuxiéme fois?
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Les partisans de la définition d'une probabilité en termes de fréquence relative
répondent d’habitude & cette objection en faisant remarquer que la convergence de
#a(E) est une hypothése, ou un axiome, du systéme. Cependant, admettre que #(E)/n
va nécessairement converger vers une certaine valeur fixe semble étre une hypothése
trés complexe. Car, bien que nous puissions effectivement espérer qu'une telle fre-
quence limite constante existe, il ne semble pas évident du tout a priori que ce soit
nécessairement le cas.

2.3.2 Trois axiomes classiques

En fait, il semble plus raisonnable d’admettre pour les probabilités un ensemble
~ d’axiomes plus stmples et intuitivement acceptables, pour ensuite essayer de démon-
trer qu'une telle fréquence limite existe dans un certain sens. Cette derniére approche
est celle de I'axiomatique moderne de la théorie des probabilités et nous I'adopterons.
En particulier, nous admettrons que pour chaque événement E de "ensemble fonda-
mental § il existe une valeur P(E) appelée probabilité de E. Nous admettrons alors
que ces probabilités satisfont a un certain groupe d’axiomes qui sont, espérons que
le lecteur en conviendra, en accord avec notre notion intuitive des probabilités.

Considérons une expérience dont I'ensemble fondamental est S. Pour chaque
evénement £ de I'espace .S nous admettons qu'un nombre P(E) existe et satisfait aux
trois axiomes suivants:

Axiome 2.1
0=PE)=1
Axiome 2.2
P(§)=1
Axiome 2.3

Pour chaque ségquence d'événements mutuellement exclusifs E|, E,, ... (c'est-a-dire
d'événements pour lesquels EE, = (Fsil 5 j),

P@I E) = ¥ PE)

i=1
P(E) est appelé la probabilité de I'événement E.

L’axiome 2.1 énonce ainsi «la probabilité que le résultat de I'expérience so0it un
point de £ est un certain nombre compris entre 0 et I». L'axiome 2.2 énonce que le
résultat sera un point de § avec une probabilité de 1. L axiome 2.3 énonce que pour
chaque séquence d’événements mutuellement exclusifs la probabilité qu'aw moins I'un
de ces événements survienne est simplement la somme de leurs probabilités respec-
nves.
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2.3.3 Quelques conséquences immédiates

Considérons une séquence d'événements E,, E,, .. ol E, = §, E, = I

-
pouri > |; comme ces événements sont mutuellement exclusifs et comme § = \J £,

i=1

nous aurons grace a 'axiome 2.3;
P(S)= T P(E}=P(S)+ ¥ P(@)
i=1 i=2

ce qui impligque
P(2)=0

Cela veut dire que 'événement vide ou towours faux a pour probabilité 0.
Autre conséquence remarquable, il en découle également que pour toute suite linie
d’événements mutuellement exclusifs E,, E,, ..., E

P(LTJ E,-) = ,-i. P(E) @

Ceci résulte de 'axiome 2.3 en posant E; = J pour toutes les valeurs de i supérieures
4 n. L’axiome 2.3 équivaut a ’équation (2.1) quand I'ensemble fondamental est fini
{expliquer pourquoi}. Cependant, lorsque 'ensemble fondamental contient un nom-
bre infini de points, la formulation plus générale que donne 'axiome 2.3 devient
nécessaire.

Exemple 2.1 Notre expérience consiste 4 jeter une piéce. En admettant que pile a
autant de chances d’apparaitre que face, les axiomes nous donnent

P({pile}) = P(iface}) =

(X1

Si par contre la piéce est biaisée et si nous estimons que pile a deux fois plus de chances
d’apparaitre que face, on aura

Pipile}) = 5 P(iface)) = } -

Exemple 2.2 En jetant un dé et en supposant que les six faces ont les mémes chances
d’apparaitre, on aura P({1}) = P({2}) = P({3}) = P({4}) = P({S}) = P({6}) = {. De
"axiome 2.3 il résulte que la probabilité de tirer un nombre pair est

P{{2,4,6}) = P({2}) + P({4}) + P({6}) =3 n

L'admission de 'existence d’une fonction P d’ensembles (ndt: fonction dont les
arguments sont des ensembles et sous-ensembles), définie sur les événements d'un
ensemble fondamental S et satisfaisant les axiomes 2.1, 2.2 et 2.3 constitue "approche
mathématique moderne de la théorie des probabilités. On peut espérer que le lecteur
accordera aux axiomes un caractére naturel et en accord avec le concept intuitif de
probabilité 1ié¢ 4 la chance et au hasard. De plus, en utilisant ces axiomes nous serons
capables de prouver que si une expérience est répétée plusieurs fois, alors avec une
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probabilité de | la proportion du nombre de fois o un événement spécifique E
survient sera eégale a P(E). Ce résultat, connu sous le nom de loi forte des grands
nombres, sera présenté au chapitre 8. En addition nous présenterons, dans la section
2.7, une autre interprétation possible des probabilités: celle consistant a considérer
la probabilité comme une mesure du crédit apporté par une personne a une assertion.

Nous avons supposé que P(E) est définie pour tous les événements £ de 'ensemble
fondamental S. En fait, lorsque S est infini non dénombrable, on ne définit P(E) que
sur des événements appelés mesurables. Cependant, nous ne nous soucierons pas de
cette restriction, tous les événements d’intérét pratique étant mesurables.

2.4 QUELQUES THEOREMES ELEMENTAIRES

Dans cette section nous allons démontrer quelques théorémes simples concernant
les probabilités. Nous remarquons d’abord que E et E° sont toujours mutuellement
exclusifs et puisque E v E° = §, nous avons grice aux axiomes 2.2 et 2.3:

1=P(S)=P(EUE")=P(E)+ P(E")

Ceci équivaut encore a ['énoncé du théoréme 2.4 suivant:

Théoréme 2.4
P(E‘y=1-P(E)

On peut commenter ce théoréme comme suit: la probabilité qu’un événement
n'arrive pas est 1 moins la probabilité qu'il survienne. Par exemple. si la proba-
bilité d’obtenir pile lors du lancer d’une piéce est % la probabilité d’obtenir face doit
ére 2. [

Notre second théoréme affirme que si I'événement £ est contenu dans 1'événement
F, alors la probabilité de £ n’est pas plus grande que celle de F.

Théoréme 2.5
St E c F o alors PFE} < P(F).

Preuve. Du fait que £ < F, on peut exprimer F ainsi:
F=EJUE‘F
E el E'F étant mutuellement exclusifs, on tire de I'axiome 2.3 que
P(F)=P(E}+ P(E‘F)

ce qui prouve le résultat puisque P(EF) 2 0. .
Le théoréme 2.5 indique par exemple que la probabilité d’obtenir le nombre 1 avec
un dé est inférieure ou égale a celle de tirer une valeur impaire avec ce dé.
Le théoréme suivant donne la relation entre la probabilité de la réunion de deux
événements d'une part, les probabilités individuelles et la probabilité de I"intersection
d’autre part.
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Théoréme 2.6
P(EuF) = P(E)+ P(F)— P(EF)

PREUVE. Pour obtenir une formule donnant P(E v F), remarquens dabord que
E U Fpeut étre écrit comme I"union de deux éléments disjoints E et EF. Nous tirons
alors de I'axiome 2.3 gque

P(EUF)=P(EUE‘F)
= P(E)+ P(E‘F)

De plus, comme F = EFw E‘F, nous tirons de nouveau de cet axiome

P(F) = P(EF}+ P(E‘F)
ou encore

P(EF) = P(F) ~ P(EF)
ce qui achéve la démonstration. |

On aurait aussi pu démontrer le théoréme 2.6 en faisant usage du diagramme de
Venn comme le démontre la figure 2.4,

Fig. 24

Divisons le diagramme en trois parties disjointes comme celles représentées sur la
figure 2.5.

Fig. 2.5

La section 1 représente tous les points de E qui ne sont pas dans F (¢’est-a-dire EF*);
la section [I représente tous ceux qui sont dans Eet dans F{c’est-a-dire £F); la section
11T représente tous ceux de F qui ne sont pas dans E (C'est-a-dire £°F).
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Sur la figure 2.5 nous voyons que

EuF =1ullulll
E =Tull
F=1IuliI

Comme I, IT et 11T sont disjoints, il résulte de I'axiome 2.3:
P(EUF) = P(I) + P(I1) + P(III)
P(E) = P{I) + P(II)
P(F) = P(I} + P(1II)

ce qui montre que
P(EUF)=P(E)+ P(F)— P(II)

et le théoréme 2.6 est ainsi démontré, puisque I = EF. ]

Exemple 2.3 Supposons que I'on jette deux piéces et que chacun des quatre points
de I'ensemble fondamental § = {(P,P), (P,F), (F,P), (F,F}} soit de méme probabilité
%. Soient E = {(P,P), (P.F)i et F = {(P,P), (F,P)}, C'est-a-dire que E est I'événement
«la premiére piéce tombe sur pile» et F événement «la deuxiéme piéce tombe sur
pile». Le théoréme 2.6 nous donne la probabilité P(Ew F) que soit la premiére soit la
deuxiéme piéce tombe sur pile

P(Eu F)

P(E) + P(F) — P(EF)
3+ 1~ PAP, PR
=1-3
2
4

Cette probabilité aurait bien évidemment pu étre calculée directement puisque
P(E s F) = P({(P, P}, (P, F), (F, P)}} = 3 -

Nous pouvons aussi calcuder la probabilité que I'un quelconque des trois événe-
ments E, F ou G survienne:

P(EGUFuUG) = P[(EUF)VG]
qui vaut par le théoréme 2.6:
P(EUF}+ P(G) - P(EVF)G)
A ce point, I'équivalence des événements (£ u F)G et EG © FG résulte de la distribu-
tivité des opérations, ce qui permet d’écrire

P(EUFUG)
= P(E)}+ P(F}—- P(EF) + P(G) - P(EGUFG)
= P(E)+ P(F)— P(EF) + P(G) — P(EG) - P(FG)} + P(EGFG)
= P(E)+ P(F) + P(G)— P(EF) - P(EG) — P(FG) + P(EFG)

En fait, on peut démontrer par induction la généralisation suivante:
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Théoréme 2.7

P(E\VE,u---UE,)

= i P(E,)_ Z P(Eil‘Efz)+"'

=] i =iz

+(-0"" T P(EE, - E)

sy
+o A (DT PEE; - Ey)
La somme z P(E E, .. E ) est prise sur les (]) sous-ensembles possibles

il =id = . <ir e
de taitle v de Vensemble {1, 2, ..., n}.

En clair, le theoréme 2.7 signifie que la probabilité de 'union de # événements est
égale 4 Ja somme des probabilités de ces événements pris un 4 un moins la somme
des probabilités de ces événements pris deux a deux plus la somme des probabilités
de ces événements pris trois a trois, et ainsi de suite.

REMARQUE. Pour donner un argument non inductif pour le théoréme 2.7, notons d’a-

bord que si un point de 1'ensemble fondamental § n'est membre d’avucun ensemble E,

alors sa probabilité ne contribue en rien aux deux membres de I'égalité. Au contraire,

supposons qu’un point appartienne & exactement mr ensembles E;, ol m > 0, Alors,

puisqu’il se trouve dans UJ E;, sa probabilité est comptée une fois dans P(1) E;); mais
r T

comme ce point est contenu dans (D sous-groupes du type E, E, ... E;, sa

probabilité est comptée
m m . m o™
1) \2)\3) " \m

fois dans le terme de droite du théoréme 2.7.
Donc, pour m > 0, nous devons montrer gue

= (TG G) ()

m
Comme | = (0 ) I’équation précédente est équivalenie &

et la derniére équation provient du théoréme du bindme :

0= (=14 )" = ;EO(TJ(_])i(l)m-f
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2.5 ENSEMBLES FONDAMENTAUX
A EVENEMENTS ELEMENTAIRES EQUIPROBABLES

2.5.1 Méthode de calcul des probabilités

Pour de nombreuses expériences il est naturel d’admettre que chaque élément, ou
événement élémentaire, de 'ensemble fondamental a la méme probabilité d’apparaitre.
Plus précisément, considérons une expérience dont I'ensemble fondamental S est fini,
disons § = {1,2,...,N}. Il est alors souvent naturel de supposer que

P({1}) = P({2}) = - - - = P(N})
ce qui implique du fait des axiomes 2.2 et 2.3 (dire pourquoi} que

P({i})=% i=1,2,....N

De ceci et de I'axiome 2.3 il résulte que pour tout événement E

nombre de points dans E

P(E) =

nombre de points dans S

En clair, si nous admettons que toutes les issues d’une expérience ont la méme proba-
bilité de survenir, la probabilité d’un événement E quelconque est égale a la propor-
tion dans I’ensemble de définition de points qui sont contenus dans E.

2.5.2 Exemples

Exemple 2.4 Si deux dés sont jetés, quelle est la probabilité que la somme des faces
soit 7?

SOLUTION. Nous résoudrons ce probléme en faisant I'hypothése que les 36 issues
possibles sont équiprobables, Puisqu'il y a 6 issues, a savoir (1,6), (2,5), (3,4), (4,3),
(65,2) viet (6,1), qui dennent une somme de 7 pour les deux dés, la probabilité est
Fraars .
Exemple 2.5 Si deux boules sont tirées au hasard d’un bol en contenant 6 blanches
et 5 noires, quelle est la probabilité qu'une des boules tirées soit blanche et 'autre
noire?

SOLUTION. Si nous considérons I'erdre dans lequel les boules sont choisies comme
significatif, I'ensemble fondamental comprend 11 - 10 = 110 points. De plus, il y a
6+ 5 = 30 maniéres de tirer pour lesquelles la premiére boule est blanche et la seconde
noire. On compte de méme 5- 6 = 30 maniéres de tirer pour lesquelles la premiére
boule est noire et la seconde blanche. De ce fait, si tirer au hasard signifie que chacun
des [10 points de 'ensemble fondamental a la méme probabilité de survenir, nous
voyons que la probabilité cherchée est




36 Inittation aux probabilités

Ce probléme aurait aussi pu étre résolu en considérant que chaque résultat de
F'expérience est caractérisé par I'ensemble (non ordonné) des boules tirées. De ce point
de vue, il y aurait () = 355 éléments dans I'ensemble fondamental. H est facile de voir
que 'hypothése «tous les événements sont équiprobables» quand ordre est juge
significatif implique celle que les événements sont aussi équiprobables quand 'ordre
de tirage n’est plus considéré significatif (& prouver). En utilisant cette seconde
représentation de I'expérience, nous voyons donc que la probabilité cherchée est:

NIH I

i1 11
2
ce qui évidemment est en accord avec la réponse précédente, n

Exemple 2.6 Un comité de 5 personnes doit étre choisi parmi les 6 hommes et 9
femmes d’un groupe. Si le choix est le résultat du hasard, quelle est la probabilité que
le comité soit composé de 3 hommes et 2 femmes?

SOLUTION. Admettons que «choix dii au hasard» signifie que chacune des ('?) combi-
naisons possibles a les mémes chances d’apparaitre. La probabilité cherchée sera donc

(15) ~ 1001 .
5

Exemple 2.7 Une main de poker comprend 5 cartes'. Si celles-ci ont des valeurs
consecutives ¢t ne soni pas de la méme couleur, nous dirons que la main est une suite,
Par exemple, une main comprenant le cing, le six, le sept, e huit de pique et le neuf
de cceur est une suite. Quelle est la probabilité de se voir distribuer une suite?

SOLUTION. On commence par admettre que les () mains possibles au poker sont
toutes équiprobables. Pour délerminer le nombre de tirages qui sont des suites, on
va déterminer en premier leu le nombre de tirages pour lesquels la main comprendra
un as, un deux, un trois, un quatre ¢t un cing (sans s’intéresser a la question de savoir
si I'on a une suite). Du fait que I'as peut &tre I'un des quatre as du jeu, qu'il en est
de méme pour le deux, le trois, le quatre et le cing, il découle qu’il y a 4° tirages livrant
exactement un as, un deux, un trois, un quatre et un cing.

Donc, puisque dans 4 de ces tirages toutes les cartes seront de la méme couleur (une
telle main est appelée suite royale), il résulte qu'il y a 4° — 4 mains qui sont des suites

UNdt: il sagit ici d'un jeu de 32 cartes o 'on distingue 4 coulcurs.
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commengcant a l'as. De méme il y en a 4’ — 4 qui contiennent un dix, un valet, une
dame, un roi et I'as. 11 y a donc 10(4° — 4) mains qui sont des suites. La probabilit¢
désirée est donc

10(4° - 4)
(%)
5

Exemple 2.8 Une main de poker de 5 cartes est appelée main pleine si elle comprend
3 cartes de la méme valeur et 2 autres, mais de méme valeur entre elies également.
Une main pleine comprend donc trois cartes d’'une sorte plus une paire. Quelle est
la probabilité de se voir distribuer une main pleine?

= 0039

soLUTION. De nouveau nous admettons que chacune des (5;") mains possibles est de
méme probabilité. Pour déterminer le nombre de mains pleines possibles, nous
noterons d'abord qu'il y a (‘;}) - (3} combinaisons différentes de, disons, deux 10 et trois
valets. Comme il ¥ a 13 choix différents pour le choix de la paire et aprés ce choix
12 autres possibilités pour la valeur des 3 cartes restantes, il résulte que la probabilité

d'une main pleine est
4\ {4
n-12-() ()
(%)
5

Exemple 2.9 Lors d'une partie de bridge, les 52 cartes du paquet sont réparties entre
Jes 4 joueurs.

a) Quelie est la probabilité qu’un joueur regoive les 13 piques?

b) Quelle est 1a probabilité que chaque joueur regoive un as?

=~ 0014

soLuTion. a) It y a (43, 35.2|3, 1) répartitions possibles des cartes entre les 4 joueurs,
Comme il y a (}; i3 ()) répartitions possibles des cartes pour lesquelles un joueur
donné détient les 13 pigues, il en résulte que la probabilité désirée est donnée par

39
4(13. 13, 13)

(15,1335.15)
13,13,13,13

b) Pour déterminer le nombre de tirages dans lesquels chaque joueur recoit exacte-
ment un as, mettons les as de cdté et notons qu’il ¥y a ( 49, ];_sm 12) répartitions pos-
sibles des 48 cartes restantes lorsque chaque joueur en regoit 12, Comme il y a 4!

=6.3x 107"
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maniéres de répartir les 4 as pour que chaque joueur en regoive 1, nous voyons que le
nombre de tirages possibles ol chaque joueur regoit exactement 1 as est 41(;,, 1;? 12, 12)
Donc 1a probabilité désirée est

48
4
[12, 12, 12, 12)
~ 105

52
13, 13, 13, 13

L’exemple suivant illustre le fait que les résultats en probabilité peuvent étre tout 3
fait surprenants au premier abord.

Exemple 2.10¢ Si » personnes sont présentes dans une piéce, quelle est la probabilité
que leurs anniversaires tombent sur des jours tous différents? Quelle valeur faut-i
donner A n pour que cette probabilité descende en dessous de %?

soLumioN. Comme chaque personne peut célébrer son anniversaire lors de n’importe
lequel des 365 jours de 1"an, il ¥ a au total (365)" situations possibles (cn exclut le cas
des gens nés un 29 février). En admettant que chaque situation est équiprobable, on
voit gque la probabilité cherchée est (365)(364)(363)...(365 —n+ 1)/(365)". On sera
surpris d’apprendre que lorsque » vaut 23, cette probabilité est inférieure & % Cela veut
dire que si 23 personnes se trouvent dans une piéce, la probabilité qu'au moins deux
d'entre elles aient leur anniversaire le méme jour dépasse % Beaucoup de gens sont
surpris par un tel résultat. Peut-étre encore plus surprenant cependant est Gue cette
probabilité augmente 4 0,97 quand il ¥y a 50 personnes dans la piéce. Et avec 100
personnes dans la piéce, les chances sont a plus de 3 000 000 contre 1 {ou encore: la
probabilité est supérieure & (3 x 10%/(3 x 105+ 1)) pour qu’au moins 2 personnes
aient leur anniversaire le méme jour. [ ]

Exemple 2.11 Une équipe de football est composée de 20 joueurs attaquants et 20
joueurs défensifs. Les joueurs doivent étre regroupés par paires pour qu’on puisse
composer des chambrées de deux. Si le regroupement est fait au hasard, quelle est la
probabilité qu'il 0’y ait pas de paires mixtes de camarades de chambre? Quelle est la
probabilité qu’il y ait 2/ paires mixtes, i = 1,2,...,10?

( 40 )_(40)!
2,2,....2/  (2H*°

maniéres de répartir les 40 joueurs en 20 paires ordonnées. Cela veut dire qu'il y a
(40)1/22% maniéres de répartir les joueurs en une paire numéro 1, une paire numeéro
2 et ainsi de suite. De ce fait, il y a 401/22%20)! manieres de répartir les joueurs en
paires non ordonnées. De plus, puisquune répartition ne livrera pas de paire mixte
si les attaguants (resp. les défenseurs) sont appariés entre eux, il s’ensuit qu’il ¥ a

SOLUTION. [l y a
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[201/219(10)!)? répartitions de ce genre. De ce fait, la probabilité p, de n’avoir aucune
paire mixte de camarades de chambre est donnée par

( (20)! )"

_\2"a0) oy

T @0 T [(10)!T(40)!
2°°(20)!

Pour déterminer Py;, la probabilité qu’il y ait 2i paires mixtes, remarquons d’abord
quil y a (3)° manieres de choisir les 2i défenseurs et les 2i attaquants qui com-
poseront les paires mixtes. Les 44 joueurs peuvent étre appariés en (2{)! paires mixtes.
Ceci du fait que le premier attaquant peut &tre apparié avec n’importe lequel des 2i
défenseurs, le second attaquant avec n'importe lequel des 2i — 1 défenseurs restants, et
ainsi de suite. Comme les 20 — 2§ défenseurs (resp. attaquants) restants doivent &tre
appariés entre eux, il s’ensuit qu’il y a

20\° (20 — 2i)! ]2
o] V2
(:u‘) @t [2"‘"(10 — i)
répartitions qui ménent a 27 paires mixtes. D'od

20\ . (20 - 2i)! ]’
(2:') (20! [2'“"'(10 — iy

(40!
2220)

Py = i=0,1,...,10

Les Py, i = 0,1,..,,10 peuvent maintenant étre calculées ou approximées en faisant
usage d’un résultat G 2 Stirling, montrant que #"*'2¢ "2 approche n!. On obtient
par exemple

P,=1.3403x107°
P||) =.345861
Py = 7.6068 X 107° »

Les wrois prochains exemples illustrent I'utilité du théoréme 2.7. Dans 1'exemple 2.12,
I'introduction des probabilités nous permet d’obtenir une solution rapide 4 un
probieéme de dénombrement.

Exemple 2.12 36 membres d’un club jouent au tennis, 28 jouent au squash et 18
jouent au badminton. En outre, 22 membres jouent au tennis et au squash, 12
pratiquent le tennis et le badminton, 9 jovent au squash et au badminton et 4 pra-
tiquent les trois sports. Combien de membres de ce club pratiqguent au micins un des
trois sports?
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SOLUTION. Soit N le nombre de membres du club, et introduisons Jes probabilités en
admettant qu'un membre du club est sélectionné au hasard. Si pour chaque sous-
ensemble C de membres du club, on appelle P{C) la probabilité¢ que le membre
sélectionné appartienne a C, alors

nombre de membres dans C
N

Maintenant, T étant I’ensemble des membres qui jouent au tennis, S celui de ceux qui
pratiquent le squash et B celui de ceux qui jouent au badminton, le théorgme 2.7
entraine que

P(C) =

P(D + P(S) + P(B) - P(TS) - P(TB) - P(SB) + P(TSB)
36428+ 18-22-12-9+4
N

PTUSUB

43
N

D’ ol nous pouvens conclure que 43 membres pratiquent au moins un des sports.
L’exemple qui suit posséde deux avantages: non seulement il donne liew a un
résultat quelque peu €tonnant, mais il est aussi d’intérét théorique.

Exemple2.13 Probléme de rencontre

Une réception réunit N invités, tous des hommes. Chacun jette son chapeau au milieu
de la piéce. On mélange les chapeaux puis chacun en choisit un au hasard.

a) Quelle est la probabilité qu'aucun des hommes ne choisisse son propre chapeau?
b) Quelle est la probabilité que & des hommes exactement sélectionnent leur propre
chapeau?

SOLUTION. a) Nous répondrons 2 la premiére partie en calculant d’abord la probabilité
complémentaire qu'au moins un homme choisisse son propre chapeau. Désignons par
E,i = 1,2,..., N I'"événement «le i-éme homme choisit son propre chapeau». Alors

N
en vertu du théoréme 2.7, la probabilité P(L) £,) qu'au moins un homme ait choisi
son propre chapeau est donnée par !

P(CJ Es) - PE)- 3 P(E,E)+ -

i=1 i=1 <z

+ (_I)Ml Z P(Ei.E.', te Ei..)

i iy iy

+o -+ (C)P(EE; - - - En)

Considérons le résultat de cette expérience comme un vecteur de N nombres
ou le j-éme élément est le numéro du chapeau choisi par le i-éme homme. 1l y a
alors M tirages possibles [le résultat (1,2,....N) signifie, par exemple, gque chaque
homme a choisi son propre chapeau]. De plus, E'-I,E‘-:,.“,E,-", I'événement que
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chacun des n hommes i.i,...;, choisisse son propre chapeau, peut survenir de
(N — n)[N-(r+13]..3:2:1 = (N — n)! maniéres possibles; car, pour les N — n
hommes restants, le premier peut choisir n’importe lequel parmi N — n chapeaux,
le second peut choisir parmi N —(r+ 1) chapeaux et ainsi de suite. Ainsi, en admettant
que les NI tirages possibles soient équiprobables, nous voyons que

_(N=n)!
P(E,E, - E)="F—
. r . . vt N E .
Ausst, nous pouvens écrire, puisqu llya(,,)lv:rmesdans{.l <iy<..<iy PE LE;,.. E )
N{N-nt 1
f.ﬁ,};.ﬁ, PEE, - Ei)= (N = n)ntIN!  nt

et par conséquent

P(CJ .E) =1‘l+l——---+(—1)N“‘1L
im1 ! 2! 3! Nt

Ainsi la probabilité qu’aucun des hommes ne choisisse son chapeau est

1 1 (-1~
R T TR T

Cette probabilité est, pour N grand, approximativement égale a e~' = 0,36788. En
d’autres termes, pour des grandes valeurs de N, la probabilité qu'aucun des hommes
ne sélectionne son propre chapeau est d’environ 0,37 {bien des lecteurs auront sans
doute plutdt pensé a tort que cette probabilité tendrait vers 1 lorsque N devient infini).

b} Pour obtenir la probabilité qu’exactement k¥ des N hommes choisissent leur
propre chapeau, fixons dans un premier temps notre attention sur un groupe particulier
de & hommes. Le nombre de manitres pour que ces & hommes et eux seulement choi-
sissent leur propre chapeau est égal au nombre de maniéres pour que les N — k autres
hommes choisissent parmi leurs chapeaux sans qu'aucun d’entre ¢ux ne tombe sur le
sien. Mais comme

est la probabilité qu'aucun de ces ¥ —k hommes tirant dans le groupe de leurs
chapeaux ne tombe sur le sien, il en résulte que le nombre de cas o0 nos ¥ hommes
et eux seuls ont tiré leur propre chapeau est

- RN S SR L)N_k]
(N k)![l TR TR ey
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De ce fait, puisqu'il y a () compositions possibles pour le groupe des & hommes, it

¥y aura
N L L]
(k)(N~k)![1—1+2! 3!+ +(N—k}!

sitvations ol exactement & hommes ont tiré leur propre chapeau. La probabiliié
cherchée est donc

N PRl
(k)(N—k)![l—l+i 3!+- +(N—k)!
N!

k!

qui, pour N grand, devient approximativement ¢ ' fk!. Ces valeurs e 'kl k = 0.1.....,
ont une importance théorique. Elles représentent en effet les valeurs associées 4 la
distribution de Poisson. Ce point sera développé au chapitre 4.1 a

Pour illustrer autrement encore !'utilité du théoréme 2.7, on peut citer I'exemple
suivant.

Exemple2.14 Si 10 couples mariés sont assis au hasard autour d'une table, calculer
la probabilité qu'aucune femme ne soit assise 4 coté de son mari.

SOLUTION. Si nous désignons par £,/ = 1.2,....10 'événement que le couple / est réuni,
10

il en résulte que la probabilité cherchée est | — P(\J E). Mais en vertu du théoréme
i

27

P(G E;) =§P(E,—)-*---+(—1)"+' b3 P(EE, - E)
! i

(TS PR

+"‘_P(EllEz"'E|n}

Pour calculer P(E,,E,,,....E, ), nous remarquerons d’abord qu'il y a 19! maniéres
d’asseoir 20 personnes autour d’une table ronde (pourquoi 7). Le nombre de configu-
rations qui aboutissent 4 ce qu'un ensemble déterminé de # hommes soient assis 4 coté
de leur femme peut étre calculé de maniére trés simple. On se représente d'abord
chacun des » couples de gens mariés comme étant une entité en soi. Nous aurions dans
¢e cas 4 disposer 20—2n + n = 20— n entités autour de la tabie et il y a clairement
(20-n-1)! de ces dispositions. Finalement, comme chacun des n couples de gens mariés
peut s’asseoir de deux maniéres différentes, il en résulte qu’il y a 2°(20—n— 1)

! Voir I'exemple 3.30 pour une autre approche de ce probleme.
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dispositions qui aboutissent & ce qu’un groupe fixé de » hommes soient assis a coté
de leur femme. Donc

2"(19 - n)!
P(E,E, - -E )=——"_"=
(BofBy - B (19)!

De ce fait, le théoréme 2.7 livre que la probabilité de trouver au moins un couple réuni
est

10 (18)! (10) (17)! (10) (16)! 10 9!
L=k A gzl fl 3____”_( ) _7 o
( 1) (19 2 (19) 3 2 (19)! 10 2 (19)
et la probabilité cherchée est 0,3395. .

Exemple2.15 Considérons une équipe d'athiétisme qui vient de terminer sa saison
avec un palmarés final de » victoires et m défaites. En examinant la séquence
des victoires et défaites nous espérons déterminer si I'équipe a eu des suites
d'épreuves pendant lesquelles elle avait une chance plus grande de gagner que pendant
les autres. Un moyen d'éclairer un peu cette question est de compter le nombre de
chaines de victoires et de voir ensuite quelle probabilité aurait ce résultat en admet-
tant que les (n+ m)/(ntm!}) séquences possibles comprenant # victoires et #r défaites
sont équiprobables. Par «chaine de victoires» nous entendons une séquence ininter-
rompue de victoires. Par exemple, si n = 10, m = 6 et si la séquence des résultats est
VVDDVVVDVDDDYVVVYV, alorsil yaeud chaines de victoires - la premiére
de longueur 2, la seconde de 3, la troisiéme de 1 et la quatriéme de 4.

Supposons maintenant qu'une équipe enregistre n victoires et m défaites. En
admettant que les (2+m)(ntm!) = ("*™) séquences sont équiprobables, déterminons
la probabilité qu’il y ait exactement r chaines de victoires. Pour I'obtenir, considérons
d’abord n'importe quel vecteur d’entiers positifs x;,x3,...,x, avec x; + xy+...4x, = n,
el voyons combien de séquences comprennent ¢ suites de victoires dans lesquelles la
~éme chaine est de taille x,, § = 1.....r. Pour toute telle séquence, si nous désignons
par y, le nombre de défaites avant la premiére chaine de victoires, y, celui avant la
deuxiéme chaine de victoires, y,, | celui aprés la derniére chaine de victoires, alors les
y,; satisfont

Wty V= m yiz=0,y,=0,y>0,i=2,...,r

et la séquence peut étre schématiquement représentée par

DD.DVV.VDD.DVV.Y . . VYV . VDD.D

Fi X ¥z X X, Yre

De ce fait, le nombre de séquences qui donnent lieu a r chaines de victoires — la j-éme
de longueur x,, i = 1,....r — est égal aw nombre d'entiers y,....,p,, | qui satisfont les
conditions ci-dessus ou, de maniére équivalente, au nombre d’entiers positifs

fi=n+l, Fi=yi=2. .  hFa=phatl
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qui satisfont

?I+.‘72+“‘+?r+]=m+2

En vertu du théoréme 1.10, il y a ("] ") séquences de ce genre. De ce fait le nombre
total de séquences donnant suite a r chaines de victoires est ("} ') multiplié par le
nombre de solutions entiéres positives 4 I’équation x, + ... + x, = a. Et done, de
nouveau en vertu du théoréme 1.10, it y a (") B (f:]‘) séquences livrant r chaines de
victoires. Comme il y a (" ") séquences équiprobables, nous pouvons déduire que

(m + 1y/n — 1
r )(r - 1)
",
n
Par exemple, sin = 8, m = 6, alors la probabilité d*avoir 7 chaines est () (D/(Y) = 7
si les () résultats sont tous équiprobables. De ce fait, si la séquence était
VDVDVDYDVYDY DV, alors nous pourrions suspecter que la probabilité
pour I'équipe de gagner a été variable avec le temps. En particulier. la probabilité que
I'équipe gagne semble étre trés haute quand elle a perdu sa derniére épreuve et
particuliérement basse quand elle I'a gagnée. A l'extréme inverse, si la séquence avait
EeVVVVVVVVDDDD DD, alors il n'y aurait eu gu’une chaine de victoires.

Comme P({1 chaine}) = (}) (D/(¥) = 5. il semble de nouveau improbable que la

probabilité de victoire de I'équipe soit restée invariable tout au long des 14 épreuves.
(]

P({r chaines de vicloires}) =

2.6 THEOREME DE PASSAGE A LA LIMITE

Une suite d'événements {£,, n 2 1} est dite suite croissante, si
EcE;c:--cE,c By
alors qu'elle est dite décroissante si

EI:’EZ:“':En:ErH-I:’”'

Si{E,n = 1}est une suite croissante d'événements, alors nous definissons un nouvel
événement noté lim E,:

LT 4
Ll
lim E,, = U E,'
H i=1
De méme, si {E,, n 2 1} est une suite décroissante d’événements, nous définissons
lim E, par:

e lim E, = ) E

X im=]

Démontrons mainrienant le théoréme 2.8,
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Théoréme 2.8
Si{E,. n = 1} est une suite soit croissante, soit décroissante d'événements, alors

,!l..";'a P(E,) = P(lim E,)

L =)

PREUVE. Supposons d'abord que [E,. #n = |} est une suite croissante et définissons les
événements F,. n = 1 par

F|=E1

n—1 £
Fn=En(U Ej) =.E,,Ef|_| n>1
1

ol nous avens utilisé le fait quo::’.‘UlI E; = E, |, puisque les événements sont emboiiés.
=
En d’autres termes, F, comprend les points de £, qui ne sont dans aucun des £ qui
le précédent. B est facile de voir que les F, sont des événements s’excluant mutuelle-
ment et tels que
o @x H
UF=UE et F=JE pourtoutn=1

i=1 i=1] i=1 i=l1

Ainsi

P(D E;)

-PC:JF.-)

§ P(F) ( Axiome 2.3}
i

= lim T P(F)

LR

= lim P(CJ F,-)

H—a )

= lim P(L:J Ef)

A—-al
= lim P(E,)
n—>os
¢e qui prouve le résultat lorsque {£,, # = 1} est croissante.

Si{E_, n = 1}est une suite décroissante, alors {£,°, # 2 1} est croissante; de ce fait,

"

d’aprés les équations précédentes,

P(CJ E;') = lim P(E;)
1 -

Ty

E)', nous voyons que

)
Mais, comme ) E/ = (
= i=1

i=1

P((ﬁ E,-)c) = lim P(E))

1 -0
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ou, de maniére équivalente,

1- P(IE} E‘-) =lim[1-P(E)]=1~ lim P(E,)
i H =30 =30

P(I% E,-) = lim P(E,)

1 o0

ce qui prouve le résultat. - |

Exemple 2.16 Probabilité et paradoxe

Supposons que nous ayons une urne infiniment grande et une collection infinie de
boules numérotées I, 2,..., n,.... Considérons l'expérience réalisée comme il suit: a
minuit moins une, les boules 1 4 10 sont placées dans 'urne et la boule 10 est retirée
(on admet que le retrait est instantané). A minuit moins 30 secondes, les boules 1
4 20 sont placées dans P'urne et la boule 20 retirée. A minuit moins 15 secondes, les
boules 21 a 30 sont introduites et la boule 30 est retirée. A minuit moins 7 secondes
et demie, etc. La question intéressante est: combien y a-t-il de boules dans l'urne &
minuit?

La réponse a cette question est clairement qu’il ¥ a une infinité de boules dans
I'urne 4 minuit puisque toute boule dont le nwméro n'est pas de la forme 100, n2 1,
aura été placée dans 'urne et n'aura pas été retirée avant minuit. Ainsi le probléme
est résolu lorsque Fexpérience est réalisée comme nous ’avons décrite.

Cependant, modifions ’expérience et supposons qu’a minuit moins une les boules
1 4 10 sont placées dans I'urne et la boule 1 est retirée. A minuit moins 30 secondes,
les boules 11 a 20 sont introduites et fa boule 2 est retirée. A minuit moins 15 secondes,
les boules 21 a 30 sont introduites et la boule 3 retirée. A minuit moins 7 secondes
et demie, les boules 31 4 40 sont introduites et la boule 4 est retirée, et ainsi de suite.
Dans cette nouvelle expérience, combien y a-t-il de boules dans 1'urne & minuit?

De maniére assez surprenante, la réponse est maintenant que Purne est vide 4
minuit. En effet, dans le premier cas seules les boules numérotées 10n, n = 1, sont
retirées; alors que dans le second cas toutes les boules sont finalement retirées.

Supposons maintenant que dés qu’il faut retirer une boule, cele-ci est prise au
hasard parmi les boules déja présentes dans ['urne. Cela veut dire gu’a minuit moins
1, les boules | 4 10 sont placées dans I'urne et une boule est retirée au hasard, et ainsi
de suite. Dans ce cas, combien de boules v a-t-i1 dans Purne a minuit?

SOLUTION. Nous montrerons qu'avec une probabilité 1 I'urne est vide 4 minuit.
Considérons d"abord la boule 1. Définissons par E, I'événement «la boule 1 est encore
dans l'urne aprés que les # premiers retraits ont été effectués». Clairement,

9-18-27---(9n)
10-19-28---(On+1)

Pour comprendre cette équation, il suffit de voir que si la boule 1 est encore dans
"urne aprés les # premiers retraits, la premiére boule retirée peut étre choisie parmi

P(E,) =
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9, a seconde parmi I8 (il ¥ 4 19 boules dans I'urne au moment du deuxiéme retrait,
mais I'une d’elles est la boule 1} et ainsi de suite. Le dénominateur est obtenu de la
méme maniére.
al
Or, I'événement «la boule 1 est dans 'urne 4 minuit» est précisement N E,. Comme
n=1

les événements E,, n = 1, forment une suite décroissante, il résulte du théoréme 2.8

que: ’ ) o
P {la boule numéro | se trouve dans 'urne & minuit}

=P(f31 E,.)

A=l

= Ii:g} P(E,)

= ﬁ. (9n9: l)

Nous allons maintenant montrer que

©  Qn
,.1:119n+l-

Comme

1 (o) =[]

cela revient 4 montrer

Or, pour tout rz 1

b 1 m 1
M (1egs) = 1 (1455)

i 1 1 1
~(1+§)(1+T§)(1+2—7)"°(1+§;)
111 1
_+—- — PR —
s 18t 7t Tt om
1m1
_5.-?.:'

X
Par conséquent, en faisant tendre ar vers I'infimi et en utilisant le fait que T 1/i = co,
on obtient =

f[l (1 +9ln) =
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Donc, en notant F; I'événement «la boule f est dans 1'urne & minuit», nous avons
montré que P(K) = 0. On peut alors montrer que P(F;) = O pour tout i (le méme

raisonnement établit par exemple que P(F)) = H [9n;’(9n+ 1} pouri = 11,12,...,20).

Ainsi, la probabilité P(U F;) que 'urne ne smt pas vide a minuit satisfait

o0r) 5=

en vertu de I'inégalité de Boole (voir exercices 2.8.8 et 2.8.20). Aussi 'urne sera-t-elle
vide & minuit, avec une probabilité de 1. ]

2.7 PROBABILITE EN TANT QUE MESURE DU CREDIT ACCORDE A UN
FAIT

Jusqu'a présent nous avons interprété la probabilité d’un événement d'une expé-
rience donnée comme étant une mesure de la fréquence dapparition de I'événement
lorsque I'expérience est répétée sans fin. Cependant, il existe d’autres usages du terme
probabitité. Par exemple, nous avons tous entendu des déclarations du genre «il est
probable a 90% que Shakespeare ait écrit Hamlet», ou «la probabilité qu'Oswald ait
agi seul lors de 'assassinat de Kennedy est 0,8», Comment devons-nous interpréter
ces affirmations?

L'interprétation la plus simple et naturelle est que les probabilités citées sont des
mesures du crédit qu'un individu porte a la déclaration qu’il fair. En d’autres termes,
un individu pronongant les déclarations ci-dessus est assez certain qu'Oswald a agi
seul et plus certain encore que Shakespeare a écrit Hamlet. Cette interprétation des
probabilités comme mesure d’une croyance est qualifiée d’approche personnelle ou
subjective des probabilités.

1l semble logique de supposer qu'une telle mesure du crédit porté aux choses doive
satisfaire tous les axiomes des probabilités. Par exemple, si nous sormmes certains a
70% que Shakespeare ait €crit Jules César et certains 4 10% que ['auteur ait en fait
été Marlowe, alors il est logique de supposer que nous sommes certains a 80% que
l'auteur ait été soit Shakespeare soit Marlowe. Aussi, que nous interprétions les
probabilités comme mesure de croyance ou comme fréquence d’apparition 4 long
terme, leurs propriétés mathématiques sont inchangées.

Exemple 2.17 Supposons que dans une course disputée par 7 chevaux vous sentiez
que chacun des 2 premiers a 20% de chances de gagner, que les chevaux 3 et 4 ont
chacun 15% de chance et que les 3 derniers ont 10% de chance chacun. Avez-vous
avantage a parier a | contre | que le gagnant sera Pun des 3 premiers chevaux ou de
parier, a 1 contre | toujours, que le vainqueur sera 'un des chevaux t, 5, 6, 77

soLuTton. Caleulée d aprés vos probabilités personnelles sur I'issue de la course, votre
probabilité de gagner le premier pari est 0,2 + 0,2 + 0,15 = 0,55 tandis qu’elle est
de 0.2 + 0,1 + 0.1 + 0,1 = 06,5 pour le second. La premiére mise est donc plus
intéressante. »
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Il faut remarquer qu'en supposant que les probabilités subjectives relatives 4 un
individu sont cohérentes avec les axiomes de probabilité, nous parlons d’une personne
" idéale plus que réelle. Par exemple, si nous devions demander a quelqu’un ce qu’il ou
elle pense des chances qu’il

+  pleuve aujourd’hui

s pleuve demain

+ pleuve aujourd’hui et demain
« pleuve aujourd’hui ou demain

il est bien possible quaprés quelques réflexions cette personne puisse donner respecti-
vement 30%, 40%, 20% et 60% comme réponses. Mais malheureusement de telles
réponses (ou de telles probabilités subjectives) ne sont pas cohérentes avec les axiomes
de probabilité (pourquoi ne le sont-elles pas?). Nous espérons bien naturellement
qu’aprés le lui avoir fait remarquer le répondeur finira par modifier ses réponses (une
possibilité acceptable est respectivement 30%, 40%,10% et 60%).

2.8 EXERCICES THEORIQUES

2.8.1 Démontrer les relations suivantes

s EFcEFEcEUF

s SiEc F,alors F¥ < E

s F=FE\)FEetE\UF=E\JEF

* (UE)F=AEF ot "E)UF=UEUP,
1

2.8.2 Pour toute suite d’événements E|,E,,..., définir une nouvelle suite F|.F,....
d’évenements s’excluant mutuellement (c’est-a-dire tels que F.F; = ¢ des que i # j)
et tels que pour tout n = | '

QE=051

2.8.3 Soient £, Fet G trois événements. Trouver des expressions pour les événements
suivants que I'on dira réalisés lorsque, de E, Fet G,

s Eseul lest

+ Eet G le sont mais pas F

+ au moins I'un des trois I'est

+ au moins deux d’entre eux le sont
» les trois le sont

« aucun ne l'est

« au plus I'un des trois Pest

» au plus deux d’entre eux le sont

+ exactement deux le sont

* au plus trois le sont.
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2.8.4 Trouver une expression simple pour les événements suivants:

a) (EuF)}EuWF°);
b) (EUFNE‘UFHEUF);
¢) (EwF)(FuG).

2.8.5 Soit S un ensemble donné. Si pour un cerlam k > 0, 5,.5,...5, sont des

sous-ensembles disjoints non vides de § tels que U 8, = S, alors nous appelons

I'ensemble {5|.....5,} une partition de S. Desagnons par T, le nombre de partitions
différentes de {1,2.....n}. On avra T, = | (puisque la seule partition est §, = {1} et
T,= 2 (puisque les deux partitions possibles sont {{1,241,{{1}.{2}}). Montrer que

T, = 5, T, = 15 en exhibant toutes les partitions

Ty =1+ % (:) T
k=1

et appliquer ce résultat au caleul de T,

Une fagon de choisir une partition de » + 1 objets est de nommer un des objets
«spécial». Nous obtenons alors différentes partitions en choisissant tout d'abord &,
k=0, 1,.., n, puis un sous-ensemble de taille n — & parmi les objets non spéciaux et
en choisissant ensuite n'importe quelle partition T, des £ objets non spéciaux restants.
En ajoutant I'objet spécial av sous-ensemble de taille » - &, nous obtenons une
partition des 1 + 1 objets.

2.8.6 On suppose qu'une expérience est répétée n fois. Pour chaque événement £ de
I'ensemble fondamental, soit #(E) le nombre de fois o0 1'"événement £ survient; on
définit AF) par AE} = n(EYn. Montrer que f{ - } satisfait aux axiomes 2,1, 2.2 et 2.3,

2.8.7 Prouver que

P(EUFUG)Y=P(E)+ P(F)+ P(G) - P(E‘FG)— P(EF°G)
- P(EFG*) - 2P(EFG).

2.8.8 Prouver I'inégalité de Boole
P(U E.-) =} P(E)
1 1

289 S0 PE)Y = 09 el AF) = 0.8, montrer que AEF) 2 0.7. De maniére plus
générale, démontrer Pinégalité de Bonferroni, 4 savoir

P(EF})= P(EY+ P(F)— i

2.8.10 Montrer que lz probabilitée quun seul exactement des événements £ et F ose
réalise est P(EY + PUFY — 2P(EF).
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2.8.11 Monirer que
P(EF) = P(E) — P(EF).
2.8.12 Montrer que
P(E‘F*) =1- P(E)~ P(F) + P(EF).
2.8.13 Démontrer le théoréme 2.7 par induction.

2.8.14 Une urne contient M boules blanches et & noires. Si un échantillon de taille
r est tiré au hasard, quelle est la probabilité qu’il contienne exactement & boules
blanches? Que direducas M = &k = 1?

2.8.15 Généraliser I'inégalité de Bonferroni 4 # événements ce qui, explicitement,
revient & montrer gue

P(E\E;- - E))=P(E)+- + P(E,)—(n-1)

2.8.16 On considére le probléme de rencontre (exemple 2.13) et on désigne par Ay le
nombre de manieres telles que chacun des N hommes n’ait pas tiré son propre
chapeau. Prouver que

AN =(N—1{An_ + An23)

Cette formule, conjointement avec les conditions aux limites 4, = Oet 4, = |, peut
étre utilisée pour le calcul de A, Elle livre la probabilité voulue 4,/N, probabilité
de n'avoir aucune rencontre. On sait qu’apres que le premier homme ait choisi un
chapeau qui n'est pas le sien, il reste N — | hommes qui doivent choisir dans un
groupe de N — | chapeaux. De ce groupe manque d’ailleurs le chapeau de 'un de
ces hommes, précédemment tiré. I1 y a ainsi un homme qui ne peut plus trouver son
propre chapeau et un chapeau qui n'a plus de propriétaire. Mentrer qu’on peut
n’avoir aucune rencontre aussi bien si "homme de trop sélectionne le chapeau de trop
que s'il en sélectionne un autre.

2.8.17 Désignons par f, le nombre de maniéres de jeter une piéce n fois sans que deux
piles successifs n’apparaissent. Montrer que

fn=fn—l+fn-2 ﬂ22, Ol:lf(]ElvfIE2

Si P, désigne la probabilité que des piles successifs n’apparaissent jamais lors de # jets,
trouver P, {en fonction de f,) lorsqu’on admet que toutes les séquences de n jets sont
équiprobables. Calculer P,

REPONSE. Py, = 144/2'" = 0,141.

2.8.18 On considére une expénience dont ['ensemble fondamental comprend une
infinité dénombrable de points. Montrer qu’il est impossible que chagque point ait la
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méme probabilité. Est-ce que tous les points peuvent avoir une probabilité strictement
positive?

2.8.19 On considere 'exemple 2.15 qui traite du nombre de chaines de victeires
obtenuves lors d’une combinaison au hasard de » victoires et m défaites. On considére
maintenant le nombre total de chaines, donc chaines de victoires et chaines de

défaites. Montrer que
(m - l) (n - l)
k—1/\k~-1
(")

n
202
k~1 k k k-1
(nt+n)

n

2.8.20 A partir de 'inégalité de Boole pour un nombre fini d’événements, montrer que
pour toute suite infinie d’événements E, i = 1,

P{2k chaines} = 2

P{2k + 1 chaines } =

R

2.8.21 Montrer gue si P(E) = | pour tout § = ], alors P(N E)y=1
)

2.8.22 Pour une suite d’événements £, / > 1, on deéfinit un nouvel événement, appelé
lim sup E;, comprenant tous les événements contenus dans un nombre infini de E,,

i 2z |. Montrer que

l:maupf. —ﬂ UI:

n=1i=n

2.8.23 Montrer que si p PE) < o0, alors P(lim sup E) =

x
Ceci est un résultal important qui énonce que st 2 P (E!_)-: o, alors la probabilité
iel
qu'un nombre infini de E survienne est 0.

Pour ce calcul, utiliser I'inclusion

limsupE,Eﬁ [:JE,-CL‘_JE.

n=ler=H 1T
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2.9 PROBLEMES
Les problémes 2.9.1 a2 2.9.4 portent sur les sections 2.1 et 2.2,

2.9.1 Une boite contient 3 jetons, un rouge, un vert et un bleu. On considére 'expé-
rience consistant A tirer au hasard un jeton dans la boite, 4 I'y remettre puis a en tirer
un second. Décrire I'ensemble fondamental. Méme question si le second jeton est tiré
sans qu'on ait remis le premier.

2.9.2 Un dé est jeté jusqu’d ce qu’un 6 sorte, ce qui marque la fin de ’expérience. Quel
est I'ensemble fondamental pour cette expérience? Notons par E,i I'événement «x jets
sonl nécessaires pour obtenir le premier 6». Quels points de 'espace fondamental sont

i
contenus dans E,? Décrire {l_lj EY.

2.9.3 On jette deux dés. On note par E I'événement «la somme des dés est impaire»,
par FI'événement «au meins I'un des dés montre I», et par & «la somme des dés est
S». Décrire EF, E\JF, FG, EF" et EFG.

2.9.4 Trois joueurs, A, B et C, jettent une piéce a tour de role. Le premier qui obtient
pile a gagné. L'ensemble fondamental § de cette expérience peut &tre décrit comme
suit:
G- [1,01,001,0001,.
0000 - - -

+ Donner une interprétation des points de S.

« Décrire les événements suivants en termes de ces points;
premier événement: 4 = «A4 gagne»;
deuxiéme événement: B = «B gagne»;
troisttme événement: (4 U BY.

On admettra que 4 joue d'abord, puis B et enfin C.

2.9.5 Une cafétéria propose un menu composé de trois plats. On choisit un plat prin-
cipal, un féculent et un dessert. Les choix possibles sont donnés ci-dessous.

Choix
Plat principal poulet ou rosbif
Féculent pites ou riz ou pommes de terre
Dessert glace ou gelée ou tarte aux pommes ou péches

Une personne choisit un plat de chaque catégorie.

a) Combien de menus possibles y a-t-il dans I'ensemble fondamental?

b) Soit A P'événement: «on choisit la glace». Combien y a-t-if de menus possibles
dans A?

¢} Soit 8 I'événement: «on choisit le poulet». Combien y a-t-il de menus possibles
dans B?
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d) Donner tous les menus possibles de I'événement AB.

e) Soit C I'événement: «on choisit le riz». Combien y a-t-il de menus possibles dans
?

f) Donner tous les menus possibles de 1'événement ABC,

Les problémes 2.9.5 4 2.9.36 portent sur les sections 2.3 4 2.6

2.9.6 Un magasin accepte les cartes de crédit American Express ou VISA. 24% de
ses clients possedent une carte American Express, 61% une carte VISA et 11% pos-
seédent les deux. Quel est le pourcentage de clients possédant une carte de crédit ac-
ceptée par le magasin?

2.9.7 60% des éléves d'une école ne portent ni bague ni collier. 20% portent une
bague et 30% ont un collier. Si un des éléves est choisi au hasard, quelle est la proba-
bilité qu’il porte

a) une bague ou un collier?

b) une bague et un collier?

2.9.8 Un client du rayon costumes d’un magasin achétera un costume avec une pro-
babilité .22, une chemise avec une probabilité .30 et une cravate avec une probabilité
.28. Le client achetera un costume et une chemise avec une probabilité .11, un cos-
tume et une cravate avec une probabilité .14 et une chemise et une cravate avec une
probabilité . 10. Un client achétera les trois vétements avec une probabilité .06. Quelle
est la probabilité qu'un client achéte

a) aucun vétement,

b) exactement un des vétements?

2.9.9 Une école propose trois cours de langue : un en espagnol, un en frangais et un

en allemand. Ces cours sont ouverts aux 100 éléves de I’école. 1l y a 28 étudiants en

espagnol, 26 en frangais et 16 en allemand. Il y a 12 étudiants qui suivent I’espagnol

et le frangais, 4 qui suivent I'espagnol et I'allemand et 6 qui étudient le frangais et

I’allemand. De plus, 2 éleves suivent les trois cours.

a) Siun éléve est choisi au hasard, quelle est la probabilité qu’il ou elle ne fasse par-
tie d’aucun de ces cours?

b} Si un éléve est choisi au hasard, queltle est la probabilité qu’il ou elle suive exacte-
ment un cours de langue?

¢) Si 2 éleves sont choisis au hasard, quelle est 1a probabilité qu’au moins un des
deux suive un cours de langue?

2.9.10 Une ville de 100000 habitants compte trois journaux locaux: I, I et ITI. Les
proportions de lecteurs pour ces journaux sont:

I :10% [ etll :8% Tletlletlll:i%

IT :30% [ etIIl: 2%

I : 5% Tet 111 : 4%.

Ces proportions nous indiguent par exemple que 8 000 personnes lisent 4 la fois les
journaux et 11,

a) Trouver le nombre de personnes ne lisant qu'un journal,
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b) Combien de personnes lisent au moins deux journaux?

¢) I est un quotidien du soir, tandis que 1 et IIT sortent le matin. Combien de
personnes lisent-¢lles au moins un journal du matin plus celui du soir?

d} Combien de personnes lisent-elles un journal du matin seulement et le journal du
soir?

¢) Combien de personnes ne lisent aucun journal?

2.9.11 Les données suivantes ont éi¢ fournies par I’étude d’un groupe de 1000
abonnés d’uvn certain magazine. Concernant leur emploi, état civil et niveau d’éduca-
tion les réponses furent: 312 actifs, 470 personnes mariées, 525 bacheliers dont 42
actifs, 147 bacheliers mariés, 86 actifs mariés dont 25 bacheliers. Montrer que les ef-
fectifs compilés lors de cette étude sont inexacts. Pour cela, désigner par A, M et B
respectivement 1’ensemble des gens actifs, celui des gens mariés et celui des bache-
liers. Supposer qu’une des 1 000 personnes est tirée au hasard et utiliser le théoréme
2.7 pour montrer que si ces nombres sont corrects, alors P(A O M U B) > 1.

2.9.12 On distribue les cartes d’un paquet en comptant 52. Quelleest la probabilité que
la 14éme carte distribuée soit un as? Quelle est la probabilité que le premier as
survienne 4 la 14éme carte?

2.9.13 On admet que les (552) mains possibles au poker sont équiprobables. Quelle est

la probabilité de recevoir:

a) une couleur? (Une main est appelée couleur lorsque les 5 cartes sont des piques
seulement, ou des tréfles, ou des cceurs, ou des carreaux)

b} Une paire? (C’est le cas lorsqu’on regoit a, a, b, ¢, d ou g, b, ¢ et d sont de différentes
valeurs)

¢) Deux paires {correspondant a a, a. b, b, ¢)?

d) Un brelan (a, a, a, b, ¢)?

e) Un carré (a. a. a. a. §)?

2.9.14 On peut jouer au poker en jetant simultanément 5 dés!. Montrer que:

a) Pi5 cartes différentes; = 0.0926
by P{I paire} = 0.4630
¢) P2 paires| = (2315
d) Pibrelan! = 0,1543
€) Plmain pleine: 3 +2} = 00386
fy Plcarré} = 0,0193

g) Pipoker de 5} 0,0008.

2.9.15 Huit tours sont disposées au hasard sur un jeu d’échec. Calculer la probabilité
qu'aucune ne puisse en prendre une autre, donc qu'aucune ligne ni colonne ne
contienne plus gqu'une tour.

2.9.16 On tire d’un paquet de cartes normal (52 cartes) deux cartes au hasard. Quelle
est la probabilité qu’elles forment un black jack, ou autrement dit, que Fune soit un

as et I'autre un dix, un valet, une dame ou un roi?

"Ndt : ces dés sont identiques entre eux et leurs six faces sont toutes difTérentes.
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2.9.17 On jette deux dés. Quelle est la probabilité que la somme des points soit i?
Faire le calcul pour i = 2,3,...,11,12.

2.9.18 On jette deux dés jusqu’a ce qu’une somme de 5 ou 7 apparaisse. Trouver la
probabilité qu’on s’arréte sur une somme de 5. Pour cela, désigner par E, 'événement
«une somme de 5 apparait au #-iéme double jet et sur les #-1 premiers jets ni la somme

©
de § ni celle de 7 n’apparait». Calculer P(E,) et montrer que T P(E,) est la probabilité
cherchée. "=

2.9.19 On joue au «craps» comme suit: un joueur lance deux dés. Si la somme
résultante est 2, 3 ou 12, le joueur a perdu, Si la somme est 7 ou [, il gagne. Dans
les autres cas, le joueur continue 4 lancer les dés jusqu’a ce qu’il sorte soit le premier
résultat qu'il a tiré soit 7. Si c’est 7, il perd. Si c’est son résultat initial, il gagne.
Calculer la probabilite de gagner sur un jeu.

On pourra pour cela poser E; = «le résultat initiat est { et le joueur finit par gagner».
La probabilité cherchée v:slg2 P(E). Pour calculer P(E), poser E;, = «la somme

i=

initiale est { et le joueur gagne au s-iéme coup». Montrer que P(E) = f PE)

n=1

2.9.20 Une urne contient trois boules rouges et sept noires. Les joueurs A et B tirent
une boule 4 tour de rdle jusqu’d ce qu’une rouge sorte, 4 commengant. Trouver la
probabilité que A tire la premiére boule rouge. On ne remet pas les boules tirées.

2.9.21 Une urne contient cing boules rouges, six bleues et huit vertes. Si un groupe
de trois boules est tiré au hasard, queile est la probabilité que celles-ci soient toutes
de la méme couleur? Ou de couleurs différentes? Méme question si chague boule tirée
est remise aprés qu’on ait noté sa couleur (cette méthode s'appelle échantillonnage
avec remise).

2.9.22 Une urne A contient trois boules noires et trois rouges, alors que 'urne B en
contient six et quatre respectivement. On tire une boule dans chaque urne. Quelle est
la probabilité que les boules soient de 1a méme couleur?

2.9.23 Uneéquipe de basket-ball réduite atrois joueurs comprend un arriére, un avant
et un centre. On choisit trois hommes dans autant d’équipes de cette composition 4
raison d'un homme par équipe. Quelle est la probabilité d’obtenir une nouvelle équipe
compléte? Et celle de tirer trois joueurs de fa méme spécialisation?

2.9.24 Un groupe est formé de g gargons et f filles. Tous sont alignés au hasard,
c’est-d-dire que chacune des (g + /) permutations possibles est de méme probabilité.
Quelle est fa probabilité que la personne occupant la i-éme position soit une fille,
lgigg+f?

2.9,25 Une forét abrite vingt cerfs. Cing sont capturés, marqués et relichés. Un peu
plus tard, quatre sont de nouveau capturés, Quelle est la probabilité que deux d'entre
eux soient marqués? Quelles hypothéses faites-vous?
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2.9.26 Dans une loterie, un joueur doit choisir 8 nombres entre 1 et 40. Le tirage sé-
lectionne 8 numéros parmi ces 40 nombres. En admettant que le tirage est équipro-
bable pour les ( 4;’) combinaisons, quelle est la probabilité que le joueur ait

a) les 8 bons numéros;

b) 7 numéros parmi les 8 bons;’

) au moins 6 numéros parmi les 8 bons?

2.9.27 Le second Comte de Yarborough paria & 1000 contre 1 qu'une main de 13
cartes au bridge contiendrait au moins un 10 ou une carte de valeur supérieure (¢’est-
a-dire un dix, un valet, une reine, un roi ou un as). Aujourd’hui, on appelle une main
qui n’a pas de carte supérieure 3 9 une Yarborough. Quelle est 1a probabilité qu’au
bridge, une main sélectionnée au hasard soit une Yarborough?

2.9.28 30 psychiatres et 24 psychologues participent & une conférence. Trois per-
sonnes parmi ces 54 sont choisies pour présenter un exposé. Quelle est la probabilité
qu’au moins un psychologue soit choisi?

2.9.29 Deux cartes sont choisies aléatoirement parmi un jeu de 52 cartes. Quelle est
la probabilité

a} que ce soient 2 as;

b) gqu’elles aient la méme valeur?

2.9.30 Un professeur donne & sa classe 10 problémes en expliquant que I’examen
final consistera & résoudre 5 de ces 10 problémes, choisis aléatoirement. Si un étudiant
sait résoudre 7 des 10 problémes, quelle est la probabilité qu'il ou elle réponde
comectement

a) aux 5 probleémes;

b) & au moins 4 des 5 problemes?

2.9.31 Un tiroir contient # chaussettes dont 3 rouges. Quelle doit étre la valeur de n
pour que, si on choisit 2 chaussettes aléatoirement, la probabilité qu'elles soient les
deux rouges soit 1/2?

2.9.32 Une ville compte cinq hétels. Si lors d’une journée trois personnes louent une
chambre, quelle est la probabilité qu’elles le fassent dans trois hotels différents?
Quelles hypothéses faites-vous?

2.9.33 1l ¥ a quatre réparateurs de télévision dans une ville. Quatre appareils tombent
en panne. Quelle est la probabilité que / exactement des réparateurs soient appelés?
Résoudre e probléme pour i = 1, 2, 3, 4. Queles hypothéses faites-vous?

2.9.34 Quelle est la probabilité de tirer au moins un 6 lorsqu’on jette un dé quatre
fois?

2.9.35 On répete n fois le lancer de deux dés. Calculer la probabilité que le six
apparaisse au moins une fois. Quelle valeur donner a # pour gue cette probabilité
atteigne % ?
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2.9.36 a) On aligne N personnes, dont A et B. Quelle est la probabilité que A et B
soient voisins? b) Qu’en est-il si toutes les personnes sont disposées en cercle?

2.9.37 On tire un comité de quatre personnes au hasard d’une assemblée comprenant
trois étudiants de premiére année, quatre de deuxiéme, quatre de troisiéme et trois
de derniere. Trouver la probabilité que le comité tiré se compose:

a) d'une personne de chaque année;

b) de deux étudiants de deuxiéme et de troisiéme année;

¢) seulement d’étudiants de deuxiéme et de troisiéme années.

2.9.38 Une personne posséde n clés dont une seule ouvre sa porte. a) Si elle les essaie
au hasard en éliminant celles qui ne marchent pas, quelle est la probabilité que
la porte s’ouvre au k-i¢me essai? b) Qu’en est-il si elle n’élimine pas les clés essa-
yées?

2.9.39 Combien de personnes faut-it pour que la probabilité qu’au meins deux d’entre
elles aient leur anniversaire le méme mois soit av moins 1/2? Admettre que tous les
mois sont équiprobables.

2.9.40 Si 12 personnes sont dans une méme piéce, quelle est la probabilité qu’aucune
d’entre elles ne soit née le méme mois?

2.9.41 On considére un groupe de 20 personnes. Quelle est la probabilité que, parmi
les 12 mois de I'année, il y ait 4 mois contenant chacun exactement 2 anniversaires et
4 mois contenant chacun exactement 3 anniversaires?

2.9.42 Un groupe de six hommes et six femmes est divisé au hasard en deux sous-
groupes de méme taille. Quelle est la probabilité que chaque sous-groupe ait la méme
composition?

2.9.43 Lors d’une donnée de bridge!, quelle est la probabilité que vous ayez cing
piques et votre partenaire les huit autres?

2.9.44 Supposons que I'en distribue au hasard n boules dans N compartiments.
Trouver la probabilité que m boules tombent dans le premier compartiment. On
admettra que les ¥” répartitions sont équiprobables.

2.9.45 Un cabinet contient 10 paires de chaussures et on en tire 8 chaussures au
hasard. Quelle est la probabilité

a) qu’il n’y ait aucune paire;

b} qu'il y ait une paire exactement?

2.9.46 Une équipe de basket-ball compte 6 joueurs noirs et 4 blancs. Si les joueurs

sont répartis en chambrées de deux personnes, quelle est la probabilité qu'on trouve
deux chambrées mixtes?

Ndi: 52 cartes réparties entre qualtre joucurs
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2.9.47 On dispose sur un rang 4 couples mariés au hasard. Quelle est la probabilité
qu'aucun mari ne soit situé a cdté de sa femme?

2.9.48 Calculer, en utilisant le théorgme 2.7, la probabilité qu’une main de bridge soit
dépourvue d'au moins une des quatre couleurs. On remarquera que la probabilité

n'est pas
()G3)
1/\13
(3)
13
Pourquoi pas?

2.9.49 Calculer la probabilité qu'vne main de 13 cartes (tirées parmi 52) contienne
a) I'as et le roi de 'une des quatre couleurs;
b) les quatre cartes de 'une des treize valeurs.

2.9.50 Deux personnes jouent au jeu suivant. Le joueur A choisit une des trois roves
ci-dessous et le joveur B choisit une des deux restantes. Les deux joueurs font tourner
leur roue et ceiui qui tombe sur le numéro le plus grand gagne. En admettant que les
trois régions de chaque roue sont équiprobables, préféreriez-vous étre le joueur A ou
le joueur B? Expliquer votre réponse!







CHAPITRE 3

Probabilité conditionnelle et indépendance

3.i INTRODUCTION

Nous allons présenter dans ce chapitre 'un des plus importants concepts de la
théorie des probabilités, celui de probabilité conditionnelle, L'importance de ce con-
cept est de deux ordres. En premier lieu on s'intéresse souvent a calculer des probabili-
tés lorsqu’une partie de I'information concernant le résultat de I'expérience est dispo-
nible; dans une telle situation les probabilités cherchées sont justement des probabili-
tés conditionnelles. Deuxiémement, méme lorsqu’aucune information partielle n'est
disponible, il est souvent avantageux d’utiliser un détour par certaines probabilités
conditionnelles pour réussir le calcul des prebabilités cherchées.

3.2 PROBABILITES CONDITIONNELLES
3.2.1 Présentation intuitive

Supposons que nous jetions deux dés et que chacun des 36 événements élémentai-
res 4it la méme probabilité de survenir, soit 3—'6 Supposons encore que nous puissions
observer le premier dé, qui donne un 3. Sur la base de cette information, quelle est
dés lors la probabilite que la somme des deux dés donne 8? Pour calculer cette
probabilité on peut procéder comme suit: le dé initial é&tant un 3, il ne peut plus y avoir
que 6 événements dans notre expérience, a savoir: (3.1),(3,2), (3,3), (3.4), (3.5) et (3,6).
Puisque chacun de ces événements 4 originellement la méme probabilité d’apparaitre,
ils auront encore des probabilités égales. Autrement dit, étant donné que le premier
dé est un 3, 1a probabilité (conditionnelle) de chacun des événements (3,1}, (3,2), (3,3),
(3,4), (3,5) et (3,6) devient é, tandis que la probabilité (conditionnelle) des 30 autres
événements de I'ensemble fondamental devient 0. Aussi la probabilite cherchée est-elle

i !
ici ;.
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Si nous désignons respectivement par E et F les événements «da somme des dés est
8» el «le premier dé donne 3», une probabilité comme celle calculée dans l'exemple
ci-dessus est appelée probabilité conditionnelle que E apparaisse sachant que F est
réalisé et est notée P(EIF).

3.2.2 Généralisation

On s'inspire de la méme démarche pour dériver une formule générale donnant
P(E|F) pour tout événement £ et F: si F est réalisé, alors E apparaitra chaque fois
qu'on aura affaire & un événement de E et de F a l1a fois; en d’autres termes, ce sera
un événement de EF. Par ailleurs, comme nous savons que F est réalisé, cet ensemble
devient notre nouvel ensemble fondamental, dailleurs réduit; par conséquent la
probabilité conditionnelle de I'événement E sera donnée par comparaison de la
probabilité non cenditionnelle de EF avec la probabilité non conditionnelie de F. On
débouche ainsi sur la définition suivante. Si P(F) > 0, la probabilité conditionnelle
de F sera

P(EF)

PEIF) = F 3.0)

Exemple 3.1 Une piéce de monnaie est lancée deux fois. Si nous supposons que les
quatre points de 'ensemble fondamental S = {(F,F).(F, P),(P,F),( P, P)} sont équipro-
bables, quelle est la probabilité conditionnelie que les deux jets aménent «face»
sachant que le premier est déji un «facen?

sOLUTION. En désignant par E = {(F,F)} I'événement «ies 2 jets aménent face» et par
F = {(F.FY.(F, P} «le premier jet donne face», la probabilité voulue est donnée par

P{EF)
P(F)

___PURFY
PG(F, F. (F. P}

P(E|F) =

P |-

l
B 1] da e

Exemple 3.2 Une urne contient 10 bitles blanches, 5 jaunes et 10 noires. Une bille est
tirée au hasard de I'urne et I'on constate qu'elle n’est pas neire. Quelle est la probabi-
lité quelle soit jaune?

SOLUTION. Soit J I'événement «la bille tirée est jaune» et soit N¢ I'événement «elle n'est
pas noire». De (3.1) on tire
P(JNY)

PUINY = 2o
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Cependant, JN' = J puisque la bille sera 3 la fois jaune et non noire, si et seulement
si efle est jaune. Nous obtenons ainsi, en supposant que chacune des 25 billes a la
méme chance d’étre choisie:

P{JINT) =

i bey lo{ AR
1
il —

11 faut noter qu'on aurait aussi pu déduire cette probabilité en travaillant directement
avec I'ensemble fondamental réduit. Comme nous savons en effet que la bille choisie
n’est pas noire, le probléme se réduit a calculer la probabilité qu’une bille soit jaune
lorsqu’elle est choisie au hasard dans une urne en contenant 10 blanches et 5 jaunes.
Cette probabilité est évidemment % = % [ ]

Si on sait les événements équiprobabies, il est souvent plus facile de calculer une
probabilité conditionnelle en considérant 'ensemble fondamental réduit qu’en invo-
quant (3.1},

Exemple 3.3 Dans un jeu de bridge chacun des quatre joueurs — appelés Est, Ouest,
Nord et Sud - regoit 13 des 52 cartes. Si Nord et Sud ont un total de 8 piques entre
eux, quelle est la probabilité qu’Est ait 3 des 5 piques restants? ]

SOLUTION, La méthode de calcul la plus rapide est probablement ici de 1ravailler avec
I'ensemble fondamental réduit. Plus précisément, Nord et Sud ont un total de 8 piques
parmi leurs 26 cartes. Il reste donc 26 cartes dont 5 piques exactement 4 répartir entre
les mains d'Est et d’Ouest. Toutes les répartitions étant équiprobabiles, la probabilité
conditionnelle qu’Est ait exactement 3 piques parmi ses 13 cartes sera dong

(G))
3/\10
— =.339

()

13 ]

Exemple 3.4 L'entreprise pour laquelle travaille M. Jones organise un diner pour ceux
de ses employés ayant an moins un fils. Chacun de ces employés est invité a se
présenter avec sen ainé. On sait que Jones a deux enfants et il est invité au diner.
Quelle est alors la probabilité que ses enfants soient tous deux des gargons? On
suppose que 'ensemble fondamental est S = {(g.g).(g)).(f.g). (/) et que tous ces

événements sont équiprobables. [(g./) par exemple signifie que I'enfant le plus 4gé est
un gargon et que l'autre est une filie.]

soLUTION, Le fait de savoir que Jones a €1é invité au diner est équivalent 4 savoir qu’il
a au moins un fils. Ainsi, en désignant par £ I'événement «les deux enfants sont des
gargons» et par F I'événement «au moins I'un des deux enfants est un gargon», la
probabilité P(E|F) cherchée est
P(EF)

P(F)

_ Pl o) _
Pig. 8). 2. 1), (. 21

P(E|F) =

e
| —
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Bien des gens se trompent en évaluant cette probabilité & '; ils admettent dans
leur raisonnement que "enfant non présent au diner a autant de chances d'é&tre un
gargon qu’une fitle. L'hypothése que ces deux probabilités sont identiques est fausse:
initialement en effet, il y avait quatre événements d'égale probabilité. Dés I'informa-
tion «au moins I'un des enfants est un gargon» connue, on sait que 1'événement final
n'est pas (/). Il nous reste ainsi trois événements équiprobables (g.g), (f.g). (gf).
Cect montre que 'événement «i’enfant de Jones non présent au diner est une fille»
est deux foix plus probable que sen contraire. [ ]

3.2.3 Applications

En multipliant les deux membres de (3.1) par P(F), nous obtenons

P(EF) = P(F)P(E|F) (3.2)

Celte équation signifie en clair: la probabilité que E et Fapparaissent a la fois est égale
a la probabilité que F apparaisse multiplice par la probabilité conditionnelle de £ si
on sait que Fest survenu. L'équation (3.2) est ainsi assez souvent utilisée pour calculer
des probabilités d’intersections.

Exemple 3.5 Céline hésite entre suivre un cours de francgais et en suivre un de chimie.
Bien qu'a vrai dire. elle préfére la chimie, elle estime a ' la probabilité d’obtenir la
note 4 au cours de frangais contre %seulement pour ta chimie. Céline décide de baser
sa décision sur le jet d’une piéce de monnaie équilibrée; quelle est a probabilité qu'elle
obtienne la note 4 en chimie?

SOLUTION, En désignant par C I'événement «Céline suit le cours de chimie» et par 4
«elle obtient la note A dans le cours qu'elle choisit», la probabilité cherchée peut
s'écrire P(CA). On calcule cetie derniére probabilité en utilisant (3.2) comme suit;

P(CA) = P(C)P(A|C)
1 2 1
={(3)(3)=73

Exemple 3.6 Une urne contient 8 boules rouges et 4 blanches. On tire sans remise
deux boules de I'urne et admet qu'd chaque étape tous les tirages possibles sont
équiprobables, Quelle est la probabilité que les deux boules tirées soient rouges?

SOLUTION. Appelons R, et R, respectivement les événements «la premiére boule tirée
est rougen» et «la seconde est rouge». Si la premiére boule sélectionnée est rouge,
il reste dés lors 7 boules rouges et 4 boules blanches. Donc P(R;|R)) = %; comme
PR yvaut évidemment % la probabilité demandée est
P(R(R;) = P(R)P(R:|R)

=3 =5
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On pourrait évidemment calculer cette probabilité ainsi:
()
2
RiR;) = =
P ( 1 2) (12)
2

3.2.4 Larégle de multiplication

- Une généralisation de 1’équation (3.2), qui donne une expression pour la proba-
bilité de P’intersection d’un nombre arbitraire d'événements, est parfois appelée la
régle de multiplication.
La regle de multiplication :

P(E,E,E,...E,) = P(E)P(E, | E)P(E; | E,E,)..P(E, | E,..E,_|)

Pour démeontrer la régle de multiplication, on applique la définition de la probabi-
lité conditionnelle av membre de droite. Cela donne

P(ElEz) P(EIEZE3) P(EIEZ'“En)
P(E\)) P(EE,) P(EE,.E,)

P(E,) = P(E,E,...E,)

Nous allons & présent employer 1a régie de multiplication pour résoudre selon une
seconde approche I'exemple 2.9 (question b} du chapitre 2.

Exemple 3.7 Un jeu ordinaire de 52 cartes est divisé aléatcirement en 4 piles de 13
cartes chacune. Calculer la probabilité que chaque pile contienne exactement 1 as.

SOLUTION. Définissons les événements E;, i = 1, 2, 3, 4, de la maniére suivante:

E; = {L’as de pique est dans une des piles}

£3 = {L’as de pique et I'as de ceeur sont dans des piles différentes}

Ey = {Les as de pique, cceur et carreau sont dans des piles différentes}

E, = {Les 4 as sont dans des piles différentes}

La probabilité cherchée est P(E, E; E; Ey) et, par la régle de multiplication,
P(EEEE,)= P(E)P(E, | E)P(E; | E E)YP(E, | E\E,E,)

Or P(E£|) = | puisque E| est I’ensemble fondamental S.

39
P(E,1E)=—
51

puisque ta pile contenant I’as de pique recevra |2 des 51 cartes restantes.
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P(E IEE)—ZG
VAR

puisque les piles contenant les as de pique et cceur recevront 24 des 50 cartes
restantes; et finalement

13

P(E,|E\E,Ey) = E

De 1a, nous obtenons la probabilité que chaque pile posséde exactement un as:
39-26-13

51-50.49

Ceci signifie qu’il y a environ 10.5% de chances que chaque pile contienne un as (le
probiéme 20 utilise 1a régle de multiplication d’une autre fagon pour résoudre ce pro-
bleme).

PR E,E\E )= 105

REMARQUE. Notre définition de P(E | F) correspond a I'interprétation des probabilités
comme étant la limite des fréquences relatives, Pour le voir, supposons qu'on réalise n
répétitions de 1’expérience, avec n grand. Nous prétendons que si on considére
uniquement les expériences ol F se produit, alors P(E | F) sera égale 2 la limite de la
proportion de celles out £ se produit également. Pour vérifier ceci, on remarque que
puisque P(F) est la limite de la proportion des expériences ob F se produit, cela
entraine que lors de n répétitions de 'expérience, F se produira environ nP(F) fois. De
la méme maniére, E et F se produiront toutes les deux approximativement lors de
nP(EF) expériences. Donc, dans les nP(F} expériences environ ol F se produit, la
proportion de celles ol E se produit aussi est A peu prés égale &

nP(EF)}  P(EF)
nP(F) P(F)

Comme cette approximation s'améliore lorsque n croit, nous voyons que notre défini-
tion de P(E | F) est appropriée.

3.3 FORMULE DE BAYES
3.3.1 Présentation intuitive de la formule des probabilités totales

Soient £ el F deux événements quelconques. Nous pouvons écrire £ sous la forme
E = EF\ ) EF", car tout elément de E doit se trouver soit dans E et Fa la fois, soit
dans £ mais pas dans F (voir fig. 3.1). Comme évidemment E£F et EF" §'excluent
mutuellement, on peut écrire en vertu de I'axiome 2.3

P(E)= P(EF) + P(EF")
= P(E|F)P(F) + P(E|F)P(F)
= P(E|F)P(F) + P(E|F)[1 - P(F)]. (3.3)
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Fig. 3.1

EF : zone en gris
EF*: zone hachurée
E = EF\J EF*

L’équation (3.3}, appelée formule des probabilités totales, peut étre interprétée de lu
fagon suivante: la probabilite de I'évenement E est une moyenne pondéree de la
probabilité conditionnelle de £ lorsque Fest apparu et de la probabilité conditionnelle
du méme Elorsque F n’est pas apparu, les poids étant les probabilités des événements
conditionnants.

Cette formule est extrémement utile pwisqu’elle nous permet dans bien des cas de
déterminer la probabilité d'un événement en commencant par le conditionner selon
{"apparition ocu non d’un autre événement. En d’autres mots, il existe de nombreuses
sttuations o il est difficile de caleuler directement la probabilité d'un événement mais
ou il est par contre possible de la calculer connaissant ses probabilités conditionnelles
si certains événements sont réalisés. Quelques exemples illustrent cette démarche.

Exemple 3.8 (17 partie) Une compagnie d’assurance estime que les gens peuvent étre
répartis en deux classes: ceux qui sont enclins aux accidents et ceux qui ne le sont pas.
Ses statistiques montrent qu'un individu enclin aux accidents a une probabilité de 0.4
d'en avoir un dans I'espace d’un an; cette probabilité tembe 4 0.2 pour les gens 3
risque moderé. On suppose que 30% de la population appartient 4 la classe a bhaut
risque, Quelle est alors la probabilité quun nouvel assuré soit victime d’un accident
durant I'année qui suit la signature de son contrat?

SOLUTION. Nous obtiendrons la probabilité de 'événement cité en le conditionnant
selon que le signataire de la police est ou n'est pas enchin aux accidents. On note par
A, Pévénement «le signataire aura un accident dans année qui suit I'établissement du
contrat» et par A «le signataire est enclin aux accidents». La probabilite P(A4,) voulue
est alors donnée par

P(A)) = P(A,| A)P(A) + P(A,|AT)P(AT)
= (4)(3)+ (D7) = .26

]
Exemple 3.8 (2¢ partie} Un nouveau signataire a un accident dans 1'année qui suit

la signature de son contrat. Quelle est la probabilité qu'il fasse partie de la classe a
haut risque?
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SOLUTION. Cette probabilité est P(A|A4,). donnee par
P{AA,)
P(A)
_ P(A)P(AA)
PlA)

_(A)_6
.26 13

P(AlA) =

3.3.2 Introduction i la formule de Bayes

Formellement, la formule de Bayes est simplement dérivée de (3.1) et (3.3). L'ex-
pression générale de cette formule est donnée plus loin (formule (3.6)). Les exemples
suivants vont néanmoins servir a donner une idée intuitive du champ d’application
de cette formule importante.

Exemple39 Un éwudiant répond & une question & choix multiple. De deux choses
["'une: soit il connait Ly réponse, soit il la devine. Soit p la prebabilité que I'étudiant
conngisse la réponse et donc | — p celle qu'il la devine. On admet que I"étudiant qui
devine répondra correctement avec probabilité [fn o m est le nombre de réponses
possibles. Quelle est la probabilité conditionnelle qu'un étudiant connaisse la réponse
a une question s'il ¥ a répondu correctement?

soLuTION. Sotent C et K respectivement les évenements «1"étudiant répond correcle-
ment A la question» et «il connait vraiment la réponse». Alors

P(KC
P(KIC) z_-_F('(C))
_ P(C|K)P(K)
P(C|K)P(K) + P(C]|K“)P(K)
— P
p+il/m)1—-p)
- mPr
1+(m-—1)p

En prenant par exemple sr = Set p = V4, la probabilité quunie) étudiant(e} connaisse
la réponse a une guestion sachant qu'il ou elle a répondu correctement sera insi :‘

Exemple 3.10 Un laboratoire d’analyses du sang assure avec une fiabilité de 95 % la
détection d'une certaine maladie lorsqu'elle est effectivement présente. Cependant, le
test indique aussi un résultat faussement «positib pour 1% des personnes réellement
saines 4 qui on Fapplique (Cest-a-dire qu'une personne saine testée sera deéclarée
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malade une fois sur cent). 5i 0,5% de la population porte effectivement la maladie,
quelle est la probabilité qu’une personne soit vraiment malade lorsqu'on la déclare
telle sur la base du test?

SOLUTION. Soit D ['événement «la personne soumise au test est porteuse de la maladie»
et E I'événement «le résultat du test est positifs. La probabilité P(D|E) voulue est
donnée par

P(DE)

PIDIE) =5y
_ P(EIDYP(D)

"~ P(E|D)P(D)+ P(E|D°)P(D")
_ {.935)(.005)

7 (.95)(.005) + (.01)(.995)

_95
T 294

323

Ainsi 32% seulement des personnes dont les résultats au test sont positifs ont vrai-
ment la maladie. Comme beaucoup d’étudiants sont surpris de ce résultat (ils s’atten-
dent souvent & une valeur beaucoup plus élevée puisque le test sanguin semble étre
bon), il n'est pas inutile de donner un autre argument moins rigoureux que le
précédent mais plus parlant.

Puisque 0,5% de la population est réellement affectée par cette maladie, sur 200
personnes testées 1 en moyenne I'aura. Le test décélera ce cas avec une probabilité
de 0,95. En moyenne donc, sur 200 personnes testées, on détectera correctement 0,95
cas. D’autre part, parmi les 199 personnes saines le test va a tort détecter (199)0,01)
cas de maladie. Si I'on résume, a 0,95 cas de maladie correctement détectés s’ajoutent
en moyenne 1,99 cas faussement positifs (cas de personnes saines en réalité). Dés lors,
la preportion de résultats corrects quand le test est positif n’est que de

95 95

95+ (199)(01) 294~ 323 a

L'équation (3.3) est également utile lorsqu’on cherche & réévaluer des probabilités
A la lumiére d’informations supplémentaires. On peut illustrer cela au moyen des
exemples suivants.

Exemple 3.11 Considérons un médecin placé devant le dilemme suivant; «Lorsque je
suis certain, 3 au moins 80%, que mon patient est affecté d’une maladie bien précise,
je recommande toujours une intervention chirurgicale. Tandis que si j'en suis moins
certain, je prescris des tests complémentaires qui peuvent étre chers et parfois pénibles.
Dans le cas de Jones, j’étais initialement certain a4 60% seulement qu'il souffrait de
cette maladie, aussi ai-je prescrit un test A qui donne toujours un résultat positif
lorsque le patient est vraiment malade et presque jamais dans le cas contraire. Le
résultat de ce test étant positif, j"étais prét 4 recommander une opération quand Jones
m'informa qu’il était diabétique, ce qu'il n'avait pas dit jusque-la. Cette indication
complique le diagnostic: bien que cela ne change en rien mon estimation originale de
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maladie avec 60% de risques, cela affecte par contre I'interprétation du résultat du
test A. Ce test en effet, alors qu'il ne donne jamais de résultat positif si le patient est
sain, conduit malheureusentent a un tel résultat — erroné — chez 30% des diabérigues
ne souffrant pas de la maladie. A partir de la, que faire? Encore des tests ou une
opération immeédiate?»

SOLUTION. En vue de décider si oui ou non, il faut recourir 4 une opération chirurgi-
cale, le médecin doit premiérement calculer la nouvelle probabilité gue Jones soit
malade dés lors qu’on sait le test A positif. Soit D 'événement «Jones a cette maladie»
et E «le résultat du test est positif». La probabilité conditionnelle P{D|E) cherchée
est calculable ainsi:

P(DE)
P(E)

P(D|E) =
_ P(D)P(E| D)
P(E|D)P(D) + P(E| D)P(D")

- (.6)1
1(.6) + (.3)(.4)

= .833

Notons que nous avons calculé la probabilité d’avoir un résultat de test positif en
conditionnant par les événements que Jones a ou n'a pas la maladie et en utilisant
alors 'information que, Jones étant diabétique, sa probabilité conditionnelle P(E|D°)
de donner un résultat positif s'il n'est pas malade est 0,3. Ainsi, comme le médecin
estime & présent 4 plus de 80% les risques pour Jones d’étre atteint, il recommandera
d’opérer. [

Exemple3.12 L’inspecteur chargé d'une enquéte criminelle est 4 un certain stade
convaincu a 60% de la culpabilité d'un suspect donné. On découvre alors une nouvelle
pitce 3 conviction permettant d’affirmer que Je criminel cherché possédait un certain
attribut (il était par exemple gaucher, ou alors chauve, ou aux cheveux bruns). Or
20% de la population posséde ce méme attribut. Comment 'inspecteur doit-il réap-
précier la culpabilité du suspect s’il se trouve que celui-ci a ¢ce fameux attribut?

soLUTION. Désignons par G F'événement «le suspect est coupable» et par C «il posséde
le méme attribut que le criminel». Nous aurons

P(GC)
P(C)

P(GiC)=

_ PICIG)P(G)
P(C|G)P(G) + P(C|GIP(G")

_ . 1(6)
1(.6) + (:2)(.4)

= 882
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ou hous avons supposé que la probabilité pour le suspect d’avoir I'attribut s'il est en
fait innocent est 0.2, la proportion normale dans [a population. ]

Exemple3.13 Lors du championnat du monde de bridge qui se déroula en mai 1965
a Buenos Aires, la fameuse équipe britannique Terrence Reese-Boris Schapiro fut
accusée de tricher au moyen d'un systéme de signaux de doigts qui pouvait indiquer
ie nombre de ceeurs détenus par les joueurs. Reese et Schapiro niérent et finalement
une expertise fut menée par la British Bridge League. L'expertise fut organisée sous la
forme d'un procés avec partie plaignante et défense, chacune d’elles ayant le pouvoir
de faire comparaitre tout témoin et de le soumettre & un interrogateire contradictoire.
Au cours de ces débats, le représentant de la partie plaignante examina certaines
mains jouées par Reese et Schapiro puis affirma que leur maniére de mener le jeu pour
ces mains corroborait 'hypothése qu'ils étaient coupables d’avoir une information
malhonnéte sur la répartition des ceurs. Au méme moment, le représentant de la
défense releva que leur maniére de jouer était en parfait accord avec leur tactique
habituelle. La partie plaignante soutint alors qu’aussi longtemps que leur jeu resterait
en ligne avec I'hypothése de fraude, il faudrait retenir ce fait a 'appui de celle-ci. Que
pensez-vous de l'attitude de la partie plaignante?

sOLUTION. Le probléme est fondamentalement ici de déterminer I'influence d'une
donnée supplémentaire (dans U'exemple traité, la tactique de jeu) sur la probabilité
d’une hypothése donnée. 8i nous désignons par / cette hypothése (telle que la fraude
dans le cas de Reese et Schapiro) et par £ la donnée supplémentaire, alors

P(HE
P(HlE) = }(’(E})
a P(E|H)P(H)
" P(E|H)P(H) + P(E|H")[1 — P(H)] (3.4)

ou P(H)est notre évaluation de la vratsemblance de Phypothése avant que la nouvelle
donnée ne soit connue. Celle-ci sera 4 I'appui de I'hypothése si elle 1a rend plus vrai-
semblable, c'est-d-dire si P(H|E) = P(H). Daprés I"équation (3.4) ce sera le cas si

P(E|H) = P(E|H)P(H)+ P(E|H")[1 - P(H)]
ou, de fagon équivalente, si
P(E|H)= P(E|H)

En d’autres mots, une donnée nouvelle ne peut étre retenue en faveur d'une hypothése
donnée que si elle est plus vraisemblable en supposant 'hypothése vraie qu'en la
supposant fausse. En fait, la nouvelle probabilité dépend de "ancienne et du rapport
de ces deux probabilités conditionnelles, puisque (3.4) donne

P(H)

PH|E) = P(E|H)

P(H) +(1 - P(H)] P(EH)
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De ce fait, dans le probléme considéré, la tactique de jeu ne peut &tre retenue en
faveur de "hypothése de fraude que lorsqu’une telle tactique est plus probable si
Péquipe anglaise triche que dans le cas contraire. Comme la partie plaignante n’a
jamais cherché d le prétendre, son opinion que les faits sont de nature a &tablir la
fraude n’est pas valable. [

3.3.3 Formule des probabilités totales généralisée

L'équation (3.3) peut étre généralisée de la maniére suivante: supposons que £,
F,...., F, soient des événements s'excluant mutuellement et tels que

\JF=S§

Cela revient d dire en d’autres termes qu'exactement un des événements F, ..., F,
se produira. En écrivant

E = EF,
i=1

et en utilisant le fait que les événements EF,, i = 1....,n s’excluent mutuellement, on
obtient:

P(E) = % P(EF)
i=1

E}] P(E|F)P(F) (3.5)

L’équation (3.5) montre ainsi qu'étant donné un jeu d’événements F|, F....., F,

desquels un et un seul surviendra, on peut calculer P(£) en commengant par condi-

tionner selon les £, Ou encore, '"équation (3.5) établit que P(£) est une moyenne

pondérée des P(E|F,), les poids valant la probabilité des événements sur lesquels on
conditionne.

3.3.4 Formule de Bayes généralisée

Supposons maintenant que E s'est réalisé et que nous cherchions 4 déterminer la
probabilité que I'un des F, se soit aussi réalisé. On déduit de I'équation (3.5) le
théoréme suivant:

Théoréme 3.1
P(EF)
P(E)
P(E|F)P(F,) (3.6)

P(F,|E) =

T P(E|F)P(F)

i=1
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L’équation (3.6) est appelée formule de Bayes, du nom du philosophe anglais Thomas
Bayes. Si nous traitons les événements F; comme les hypothéses possibles sur une
question donnée, la formule de Bayes joue un réle utile en nous montrant comment
les opinions a priori sur ces hypothéses [d savoir, P(F)] doivent étre modifiées 4 la
lumiére du résultat de 'expérience.

Exemple3.14 Un avion est porté disparu. On pense que 'accident a pu arriver aussi
bien dans n'importe laquelle de trois régions données. Notons par 1 - g; la probabilité
qu’en découvre I'avion dans la région / s'il y est effectivement. Les valeurs a, représen-
tent donc la probabilité de manquer I"avion lors des recherches. On peut I'attribuer
a diverses causes d’ordre géographique ou 4 la végétation propre 2 la région. Quelle
est la probabilité que "avion se trouve dans la i~éme région si les recherches dans la
région 1 n'ont rien donné, i = 1, 2, 3?

SOLUTION. Soient R, i = 1, 2, 3 les événements «lavion est tombeé dans fa region i,
Soit aussi £ '"événement «les recherches dans la région 1 sont restées infructueuses».
On tire de la formule de Bayes, pour i = I:

P(ER))
P(E)
P(E|R)P(R,)

S P(E|R)P(R)

i=1

P(R,|E)} =

- (a.)%
(a5 + (13 +(1)3

Pour j=2,13

P(E|R)P(R,
P(R,| E) = DELRIAR) lp(ﬁ_)( )

o
(a))5+3+3

1
o, +2

i=2,3

On remarquera que la probabilité a posteriori (c’est-a-dire conditionnelie) que
I'avion se trouve dans la région j une fois que 'on sait que la fouille de la région |
n’a rien donné est plus grande pourj = 2 ou 3 que la probabilité a priori, tandis qu’elle
I’est moins pour {a région 1. On s’attendait a ce résultat puisque la fouille infructueuse
dans la région 1 tend 4 faire diminuer la probabilité que {"avion s’y trouve, augmen-
tant par-1d méme les chances qu’il soit ailleurs. On remarque aussi que la probabilité
conditionnelle qu'il soit dans la région 1 si la recherche n'a rien donné est une fonction
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croissante de la probabilité @, de I'y manquer, ce qui est généralement intuitivement
prévisible: plus o, est grande, plus il est raisonnable d’attribuer I'échec des recherches
4 la amalchance» plutdt qu'au fait que Pavion n’y est pas. Inversement, P(R, | E).
J # 1 est une fonction décroissante de «,. ]

L'exemple suivant a souvent été utilisé par de peu scrupuleux étudiants pour
abuser des camarades plus naifs.

Exemple 3,15 On considére 3 cartes a jouer de méme forme. Cependant. les deux faces
de la premiére carte ont été colorées en noir, les deux faces de la deuxiéme carte en
rouge tandis que la troisiéme porte une face noire et I'autre rouge. On mélange les
trois cartes au fond d’un chapeau puis une carte tirée au hasard en est extraite et
placée au sol. Si la face apparente est rouge, quelle est la probabilité que 'autre soit
noire?

SOLUTION. Soient RR, NN et RN respectivement les événements., «la carte choisie est
entiérement rouger, «enticrement noire» et «bicolore». Soit encore R I'événement, «la
face apparente de la carte tirée est rouge». On aura

P(RNNR)

P(RN|R) = P(R)

P(R|RN)P(RN)
P(R|RRYP(RR) + P(R|RNYP(RN) + P(RINN)P(NN)

_ 3G _1
(DG + ()3 +0(3) 3

Ainsi, la réponse est % Certaines personnes pourtant estiment la réponse a ¥z, pensant
qu'a partir du moment ou le coté rouge apparait il reste 2 situations équiprobables:
soit la carte tirée est entiérement rouge, soit elle est bicolore. Leur erreur est ict
d'admettre cette hypothése d'équiprobabilité. 11 faut se souvenir en effet que chaque
carte posséde deux faces que I'on distinguera pour la commodité. 1l y a alors 6
événements élémentaires équiprobables pour cette expérience, que "on appellera R,
R,, N|, Ny, Ry, N,. L'événement R, sera réalisé si c'est la premiére face de la carte
unicolore rouge qui est apparente. R, le sera si c'est la seconde flace de la méme carte
qui est visible. R; si c’est le cOté rouge de la carte bicolore et ainsi de suite. La face
cachée de la carte tirée sera noire seulement si c’est Ry qui a liew. La probabilité
cherchée est done la probabilité conditionneile de R, sachant que R, R, ou R, a eu
lieu, laquelle est manifestement 1. .

Exemple 3.16 Les assistants sociaux travaillant pour une clinique psychiatrique sont
si occupés qu'en moyenne seuls 60% des patients prospectifs téléphonant pour la
premiére fois obtiendront urie communication avec I'un de ces assistants, On demande
aux autres de laisser leur numéro de teléphone. Trois fois sur quatre un assistant
trouve le temps de rappeler encore le jour méme, autrement le rappel a lieu le
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lendemain. L'expérience a montré que dans cette clinique, 1a probabilité que le patient
prospectil demande une consultation est 0.8 'il a pu parler immédiatement i un
assistant, tandis qu’elle tombe a 0,6 et 0.4 respectivement s’il ¥ a eu rappel du patient
le jour méme ou le lendemain. a) Quel pourcentage parmi les gens qui appellent de-
manderont-ils une consultation ? b) Quel pourcentage des gens en consultation n’ont
pas eu 4 attendre qu’on les rappelle ?

SOLUTION. On définit les événements suivants:

C: «le patient demande une consultation»;

I:  «le patient obtient immédiatement un entretien téléphonigque avec un assistant
social»;

M «le patient est rappelé plus tard, le jour méme»;

L: «le patient est rappelé plus tard, le lendemain».

Alors,

P(CIDP(I) + P(CIM)P(M) + P(CIL)P(L)
(.8)(.6) + (.6)(.4)(.75) + (.4)(.4)(.25)
70

P(C)

([

ot nous avons utilisé le fait que P(M) = (0,440,75) et que P(L) = (0,440,25). Ceci
répond 4 la premiére question. Quant 3 la seconde, on remarquera que

PCI P
(C)

_(8)(6)
i

= .686

PUICY =

Ainsi, 69% environ des patients en consultation ont obtenu immédiatement un
entretien avec un assistant social. [ ]

3.4 EVENEMENTS INDEPENDANTS
3.4.1 Indépendance de deux événements

Les exemples vus dans ce chapitre jusqu’'a présent ont montré que la probabilité
conditionnelle de E sachant que F est realisé n'est en général pas égale a P(E), la
probabilité non conditionnelle de E. En d’autres termes, le fait de savoir que F est
survenu influence la probabilité de E. Dans les cas ou P(E(F) est bien égal 4 P(E),
Pévénement £ est dit indépendant de F. Plus précisément, E est indépendant de F si
le fait de savoir que F est survenu ne change pas la probabilité de E.

Du fait que P(E1F) = P(EF)/P(F), on voit que I'indépendance de £ et Féquivaut
a :

P(EF) = P(E)YP(F) (3.7



76 Initiation aux probabilites

Comme cette équation est symeétrique en E et F, il en résulte que lorsque E est
indépendant de F, F I'est aussi de E. On débouche ainsi sur la définition suivante:

Deux événements E et F sont dits indépendants si 'équation (3.7) est vérifige. Deux
événements sont dépendants $'ils ne sont pas indépendants.

3.4.2 Exemples d’indépendance de deux événements

Exemple 3.17 On tire au hasard une carte d’un paquet de 52 cartes a jouer ordinaires.

Désignons par E I'événement «la carte tirée est un as» et par F «elle est un piques.

Alors E et F sont indépendants. En effet, P(EF) = 3'5 d’une part, alors que d'autre
_ 4 E

part P(E) = Jet P(F) = & .

Exemple 3.18 On jetie deux piéces et suppose que les 4 résultats possibles sont
équiprobables. On désigne par 4 «la premiére piéce montre pile» et par B «la seconde
montre facen. 4 et B sont indépendants puisque P{AB) = P({(P.F}}) = id'une part,

et P(4) = PU(P.PI(P.F)) = 3, P(B) = PUP.F)(FF)) = ;dautre part.  ®

Exemple3.19 On jette deux dés equilibrés. E| est 'événement «la somme des dés est
6» et F désigne «le premier dé donne 4». Dans ce cas

P(EF) = P{{(4,2)}) = 5

alors que
P(E\)P(F) = (36)(8) = 73

E| et F pe sont donc pas indépendants. Intuitivement fa raison en est claire: si I'on
espere oblenir une somme de 6 sur les deux dés, 'apparition d’un 4 sur le premier dé,
oud'un 1, d'un 2, 3 ou d'un 5, laisse espérer d’atteindre ce résultat, Par contre si le
premier dé donne déja 6, il n’y a plus aucune chance d’obtenir 6 au total. En d’autres
termes, la probabilité d*obtenir 6 sur deux dés dépend clairement du résultat apparu
sur le premier dé. £, et F ne peuvent donc étre indépendants.

Désignons maintenant par E, "événement «la somme des dés est 7». E, est-il
indépendant de F? La réponse est oui. cette fois-ci, car

P(E;F) = P({{4,3)D) = 3%
alors que

P(E)P(F) = (6)(s) = %

Nous laissons au lecteur le scin de découvrir un argument intuitif justifiant
I'indépendance entre «la somme des dés est 7» et le résuitat donné par le premier dé.
(]

Exemple 3,20 Soit £ I'événement «le prochain président des U.S.A. sera un Républi-
cainy» et soit F«il y aura un tremblement de terre important d’ici un an». La plupart
des personnes accepteraient d’admetire qu'ici £ et F sont indépendants. Par contre
il n’en serait pas nécessairement de méme concernant E et G, ot G est «un conflit
majeur éclatera dans les deux ans suivant I'élection de ce président». u
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3.4.3 Indépendance par rapport an complémentaire
Nous allons maintenant montrer que si £ est indépendant de F, il I'est aussi de F°.

Théoréme 3.2
Si E et F sont indépendants, E et F* le sont aussi.

DEMONSTRATION. D'une part £ = EF\J EF°, d'autre part EF et EF* sont mutuelle-
menl exclusifs. On peut donc écrire

P(E) = P(EF) + P(EF")
= P(E)P(F)+ P(EF®)

ou, de lagon équivalente,

P(EF*) = P(E)[1 - P(F)]
= P(E)P(F*)

ce qui établit le résultat. [ |

Ainsi, lorsque £ est indépendant de F, la probabilité que E survienne n’est
influencée ni par 'information que F est réalisé ni par celle que F ne l'est pas.

3.4.4 Indépendance entre plusieurs événements

Supposons maintenant que E soit indépendant de F et aussi de G. Estce que E
le sera de FG? Aussi surprenant que cela puisse paraitre, la réponse est non, comme
le montre I'exemple suivant.

Exemple 3.21 On jette deux dés équilibrés. Soient E Pévénement «la somme est 7»,
F I'événement «le premier dé montre 4» et G «le second dé donne 3». On a vu dans
I'exemple 3.18 que E et F sont indépendants, le méme raisonnement permettant
draffirmer que E et G le sont. Cependant E n’est manifestement pas indépendant de
FG puisque P(E|FG) = 1. .

3.4.5 Indépendance totale de trois événements

On comprend griice 4 cet exemple qu'une bonne définition de I'indépendance de
trois événements ne peut pas se limiter 4 exiger que les événements soient indépen-
dants par paires dans les (3) combinaisons possibles. On est ainsi mené 4 la définition
suivante.

Trois événements E, F et G sont dits totalement indépendants si

P{EFG) = P(E)P(F)P(G)
P(EF) = P(E)P(F)
P(EG) = P(EYP(G)
P(FG} = P(F)P(G)
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3.4.6 Conséquence

1l faut noter que lorsque E, F et 7 sont totalement indépendants, E sera indépen-
dant de tout événement formé a partir de F et G. On peut le montrer pour F{J &
par exemple:

P[E(FUG)]= P(EFVEG)
= P{EF) + P(EG) — P(EFG)
= P(E)P(F)+ P(E)P(G) - P(E)P(FG)
= P(E)P(F)+ P(G) — P(FG)]
= P(E)YP(FuG)

3.4.7 Indépendance totale de # événements

Il est évidemment possible d’étendre la définition d'indépendance totale i plus de
trois événements: un ensemble d’événements E| E,....,E, est dit totalement indépen-
dant si pour tout sous-ensemble E, Ey,....E..r < n

P(E,Ey -+ E;)= P(E,)P\Ey) - - - P(E,)

3.4.8 Indépendance totale d’une infinité d’événements

Enfin nous dirons que par définition un ensemble infini d’événements est totale-
ment indépendant si tout sous-ensemble fini d’entre eux est totalement indépendant.

3.4.9 Epreuves indépendantes

[l arrive parfois que I'expérience €tudiée consiste a effectuer une suite d’expériences
partielles. Si par exemple I'expérience de base consiste d répéter le jet d'une piéce, on
peut considérer chaque jet comme 'une de ces expeériences partielles. Comme dans
bien des cas il est raisonnable d’admettre que I'issue de tout groupe d’expériences
partielles n’a aucun effet sur celle des autres, on considérera que ces expériences
partielles sont totalement indépendantes. De ceci on peut donner une formulation
plus rigoureuse: considérons tout jeu d’événements E| E,,.... E, tels que E, soit complé-
tement déterminé quant a sa réalisation par le résultat de la i-éme expérience partielle.
Si un tel ensemble est nécessairement totalement indépendant, alors les expériences
partielles sont dites ensemble totalement indépendant d’événements.

Si toutes ces expériences partielles sont identiques — ¢’est-d-dire si elles ont toutes
le méme (sous-)ensemble fondamental et sont toutes affectées de la méme fonction
de probabilité —, alors ces expériences partielles sont appelées épreuves.

3.4.10 Exemples d’épreuves indépendantes

Exemple 3.22 On réalise une séquence infinie d’épreuves indépendantes. Chaque
épreuve donne soit un succés, soit un échec avec probabilités p et 1 - p respectivement.
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Quelle est la probabilité pour:

a) qu’il survienne au moins un succés parmi les » premiéres épreuves;
b) qu’il survienne exactement k succés parmi les » premiéres épreuves;
¢) que toutes les épreuves donnent des suceés.

SOLUTION. Dans le but de déterminer plus facilement la probabilité d’avoir au moins
1 succés parmi les » premiéres épreuves, on préférera calculer la probabilité de
'événement complémentaire (aucun succés lors des n premiéres épreuves). Notons E,
I’événement «la i-éme épreuve donne un échec». En utilisant la propriété d'indépen-
dance totale, la probabilité de n"obtenir aucun succés est

P(E\E,--- E,)=P(E))P(E;):-- P(E,)=(1-p)"
Ainsi, la réponse au a}est 1 — (1 — p)".

Pour obtenir b), considérons une séquence de n événements qui comprenne k
succes et # — k échecs dans un ordre bien précis. Cette séquence apparaitra — en sup-
posant I'indépendance totale des épreuves — avec une probabilité p(1 — p)*~*. Comme
il y a (}) de ces séquences (il y a n!/k!(n — k)! combinaisons de k succes et
n — k échecs), le deuxigéme de nos résultats est

s ny & n-k
P{exactement k succés} = (k) p{l—-p)

Quant 3 ¢), par analogie avec a), on peut dans un premier temps écrire que la
probabilité de n’avoir que des succes lors des # premieres épreuves sera

P(E{ES - ES)=p"

Aussi peut-on écrire en utilisant la propriété de continuité des probabilites (section
2.6) que la probabilité P(N EY) cherchée est
L

P(ﬁ E:) - P(lim A E:)

i=1 R0 fmd

lim P(ﬂ Ef)
H— o0 i=]

lim p”

_JOo  sip«l
RE sip=1 »
Exemple 3.23 Un systéme comprenant n composants est appelé systéme en parallele
s’il fonctionne dés qu'au moins I'un de ces composants fonctionne (voir fig. 3.2).
Dans le cas d’un tel systeme, si son i-2me composant fonctionne indépendamment de
tous les autres et avec une probabilité p;, { = 1,2,...,n, quelle est la probabiliié de son
fonctionnement?
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A ————

::\ ‘-'-'\ “\ —\

Figure 3.2 Systéme en paralléle fonctionnant dés que le courant peul pusser de 4 4 B

SOLUTION. Soit A, I'événement «le composant i fonctionne». Alors
P(«le systéme fonctionne») = 1 — P («le systtme ne fonctionne pas»)
= | — P («aucun composant ne fonctionne»)

- - H{w)

=1-[1(1—p,) gréce a I'indépendance

3.4.11 Un exemple important résolu

Exemple 3.24 Une séquence d’épreuves indépendantes consiste a jeter plusieurs fois
une paire de dés réguliers. On appelle résuitat la somme des chiffres apparents. Quelle
est la probabilité qu’on voie sortir un résultat valant 5 avant qu'un 7 n’apparaisse?

soLUTION. Désignons par E, 'événement que durant les # — 1 premiéres épreuves il
n‘apparaisse ni 5 ni 7, et qu'a la #-éme épreuve un 5 sorte. On cherche la probabilité

P( CJ E,,) - :z:] P(E,)

n=l

Par ailleurs, P (5 sort lors d'une épreuve quelconque) = % et P (7 sort lors d’une
épreuve quelconque) = %‘ Du fait de I'indépendance des épreuves, on obtient donc

P(E) = (1 -3 %

(9e)-6) 56

et donc
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On aurait aussi pu obtenir ce résultat en passant par des probabilités conditionnel-
les. Si E désigne I'événement étudié («5 apparait avant 7»), P(E) peut étre calculée
en conditionnant suivant le résultat de la premiére épreuve comme suit: notons par
FI'événement «la premiére épreuve donne 5», par & «elie donne 7» et par H «elle ne
donne ni 5 ni 7». En conditionnant sur I’événement qui se produit, on obtient

P(E) = P(E|F)P(F) + P(E|G)P(G) + P(E|H)P(H)

Cependant
P(EIF) =1
P(E|G)=90
P(E|H) = P(E)

Ces deux premiéres probabilités sont évidentes. La troisiéme égalité résulte du fait que
si la premiére épreuve ne donne ni 5 ni 7, on se retrouve exactement dans la situation
de départ: I'expérimentateur va répéter le jet des deux dés jusqu'd ce qu'un $ ou un
7 apparaisse. On peut également remarquer que du fait de 'indépendance des &preu-
ves le résultat de la premiére d’entre elles n’affecte pas celui des autres. Pour conclure,
comme P(F} = 3, P(G) = & et P(H) = X, il vient

P(E) =)+ P(E)S
ou
P(E)=1%

Le lecteur remarquera que cette réponse est conforme a lintuition basée sur les
probabilités 3% pour un 5 et % pour un 7: on peut en effet penser que les chances sont
a 4 contre 6 pour le premier, ce qui donne bien une probabilité de %.

Le méme argument montre que si £ et F sont des événements s’excluant mutuelle-
ment lors d’une expérience donnée, en répétant cette expérience pour réaliser une
séquence d'épreuves indépendantes, on aura pour probabilité que £ survienne avant
F

P(E)
P(E)+ P(F)

3.4.12 Probléme des points

L’exemple suivant illustre un probléme qui a pris une place d’honneur dans ta
théorie des probabilités, le célébre probléme des points. En termes généraux, voici de
quoi il s'agit: deux joueurs engagent des mises et participent 4 un jeu quelconque; le
gagnant empochera les mises. Mais ils sont interrompus avant la fin du jeu, alors
qu'ils n'ont pour I'instant que des scores «intermédiaires» ou partiels. Comment
doit-on partager les mises?

Le probléme a été soumis pour la premiére fois av mathématicien frangais Blaise
Pascal en 1654 par le Chevalier de Méré, alors joueur professionnel. Pour attaquer
le probléme, Pascal introduisit une idée importante: celle que la proportion des mises
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meéritées par chaque concurrent doit dépendre de leurs probabilités respectives de
gagner & partir de la si le jew était poursuivi. Pascal étudia quelques situations
spéciales, mais surtout étabhit alors une correspondance épistolaire avec le célébre
Fran¢ais Fermat dont la réputation de mathématicien brillant était immense.
L’échange de letires qui en résulta mena non seulement a une solution compléte du
probléme des points, mais en méme temps a celle de bien d’autres questions lides aux
jeux de chance. Cette correspondance dont on parla beaucoup et que certains conside-
rent comme la naissance de la théorie des probabilités eut également "avantage de
stimuler l'intérét porté aux probabilités par les mathématiciens européens car Pascal
et Fermat étatent considérés comme deux des meilleurs mathématiciens de I'époque.
Par exemple, le jeune génie néerlandais Huygens se déplaca a Paris peu aprés la
parution de leur correspondance pour discuter ces problémes et leurs solutions.
L’intérét et Iactivité dans ce nouveau domaine s’étendit rapidement.

Exemple 3.25 Probléme des points
On réalise des épreuves indépendantes, le succés ayant p pour probabilité et 'échec
1 — p. Quelle est 1a probabilité que # succés apparaissent avant qu'il n’en soit de méme
peur st échecs? Nous admettrons que lors d'un succes, c’est un joueur 4 qui marque
un peint, tandis qu’en cas d'échec, ¢’est B. La probabilité demandée nous raméne au
probléme des points si 4 et B en sont au stade ot A doit marquer » points de plus
pour gagner, contre m pour 8.

Nous donnerons deux solutions. La premiére est due a Fermat, la seconde &
Pascal.

soLuTION (de Fermat). Désignons par P, la probabilité que # succés apparaissent
avant que m échecs ne le fassent. En conditionnant sur le résultat de la premiére
épreuve. on obtient (expliquer pourquoi):

Pn.m=P‘Du—Lm+(l_p}Pn.m~—l n= l!mzl

Pour P,, on peut résoudre cette équation griace aux conditions limites évidentes
P,y =0et Py, = 1. Mais plutdt que de s'enfoncer dans les détails ennuyeux de cette
solution, voyons celle proposée par Pascal.

SOLUTION (de Pascal). Celui-ci donna I'argument que pour obtenir #r succés sans que
m échecs aient eu lieu, il est nécessaire et suffisant qu'il ¥ ait eu au moins # succés
parmiles m + # — | premiéres épreuves. (On supposera que méme si le jeu est terminé
avant le dernier de ces essais, on continue jusqu'a compléter la séquence.) Cet
argument est fondé. En effet, il y a eu au moins » succés lors des m + # — | premiers
essais, il y a également au plus i — 1 échecs et 'on obtient bien # succés avant m
échecs. Inversement, 8’il y a moins de n succés lors des m + # — 1 premiers essais,
il y & nécessairemen! au moins m échecs. Dans ce cas on n'observera pas les # succés
voulus avant le m-iéme échec.

La probabilité d’avoir k succés sur m + n — 1 essais esi, d'aprés Uexemple 3.21,

(m+n—1

A _ min—1-k
X )IP (1—p) :
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Par conséquent, la probabilité voulue (# succés avant le m-éme échec) sera

m+n=| -+ -
P = (m r-—1

k _ m+n~1-k
k )p (1-p)

k=n

Une autre solution au probléme des points est présentée dans I'exercice théorique
3.6.10.

Pour illustrer le probléme des points, on supposera que lors d’un jeu chacun de
deux joucurs misera A francs et que chacun a la méme probabilité d’emporter un essai
donné (p = ;). On dira qu’un joueur a gagné s'il a # points. A un moment donné le
premier joueur a 1 point et autre 0. Celui-}d a donc droit a

2r—2 - In—2
e (7))

k=n—-1

Maintenant,

2072 {3 -2 _2"'2( 2n—2 )
k-zn-—l( k )_k=zn:-1 2n-2-k
o 2n-—-12
("7
imn—1 I

ol la derniére identité résulte de la substitution de i d 2n — 2 — k. Ainsi,

=2 f2p—2 2n-2 (2n—2) (Zn—z)
- +
2 k=§—1 ( k ) :E'o k n—1

(1 + I}Zn—2+ (2""'2)

il

n—1

ce qui donne droit, pour le premier joueur, a
1\*""f2n - 2)]
+ -_—
A [l (2) ( n—1 [

3.4.13 Probléme de la ruine du joueur
L’exemple suivant traite du célébre probleme dit de la ruine du joueur.

Exemple3.26 Deux joueurs 4 et 8 misent sur les résultats successifs du jet répété d'une
piéce. A chaque jet A recoit une unité de la part de B si pile est sorti tandis qu'il paic
une unité a B dans le cas contraire. Ils poursuivent le jeu tant qu'aucun des deux n’est
ruiné. On suppose que les jets sont indépendants et que le cété pile de la piece apparait
avec une probabilité p. Soient encore i et ¥ — /i les fortunes initiales de 4 et B
respectivement. Quelle est la probabilité que 4 gagne?
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soLUTION. Désignons par E I'événement «A finit par tout gagner, étant partt avec J
unités alors que B en avait ¥ — i». Pour marquer clairement I'influence de la fortune
initiale de A4, on notera par P, la probabilité de £. Nous allons obtenir une expression
de P(E) en conditionnant suivant le résultat du premier jet comme suit: soit H
I'événement «le premier jet donne pilen. Alors,

P,=P(E)=P(E|H)P(H)+ P(E|H)P(H")
= pP{E|H) + (1 — p)P(E|H")

Si le premier jet donne pile, la situation d 'issue du premier pari est: 4 posséde
i+ lunitéeset Bena N — (7 + 1). Du fait de [indépendance de jets ayant tous [a
méme probabilité p de donner pile, la situation est du point de vue de 4 exactement
la méme que si le jeu allait commencer avec comme conditions initiales 7 + [ unités
pour A et N — (i + |} pour 8. Donc

P(E|H) = P,

et similairement
P(E[Hr) = Py

Aussi obtient-on, en posant ¢ = 1 — p
R=PR+|+QPI'—| ,'=1s2!‘--yN_l (38)

Utilisons les conditions limites évidentes P, = D et P, = | pour résoudre les
équations (3.8). Comme p + ¢ = 1, ces équations équivalent 4

PP+ gqP, = pP. .+ qP,_,
ou

Po-P=3p-p_) i=12..N-1 (3.9)
Iy
Comme P, = 0, on peut tirer de I"équation (3.9)
p-p=1p-py=1p
p P

P;—P2=3(P2~—P,)=(g)ﬁPl
r L
q AN
Pi_Pi-l=_-(Pi--l_Pi—2}=(_) P,
P Iy

N-l
PN_PN-—I=_E(PN—I_PN—2)=(_) P, (3.10)
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L’addition des i — | premiéres équations de (3.10) donne
q q 2 q i—1
ronen] () e ()]
p P P
ou
1-(q/p) . q
— P si—#1
_jl=@/pt T
iP, sid=
P

Utilisons alors le fait que Py = 1. On obtient

1—1(q/p) . ]
—_— sip &3
1-(q/p)"

P|=
1 . ]
N sip=3;

et ainsi

1-(q/p) o
— W s1p¥#s
1-(q/p)"

P=q P (3.11)
El sip=1

Soit O, la probabilité que B finisse par tout gagner, étant parti avec N — { unités
tandis que 4 en possédait i. Par symétrie avec la situation traitée ci-dessus, mais en
remplagant p par ¢ et { par N — i on obtient

1- N=-i .
g S0
CTIN- o
N na=

Maintenant, étant donné que ¢ = % est équivalent a p = % dans le cas ol ¢ # % on
trouve
_1-(g/py 1=(p/@)""

Pl' + Q| -
1—(¢/p)"  1-(p/)"
A 17 )N e V2L
= N
PN —q " -p"
_ pN = pN g - gV + g'ph
- N N
Pt -q
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Comme ce resultat reste valable lorsque p = ¢ = %, on aura toujours
P': + Oj =1

ce qui, en d’autres mots, établit que la probabilité qu'il y ait un gagnant est 1. Ou
encore que la probabilité que le jeu se poursuive indéfiniment, la fortune de 4 oscillant
constamment entre 1 et N — 1, est 0. (Le lecteur doit étre attentif au fait qu'il existe
a priori trois issues a ce jeu: A gagne, B gagne, ni 'un ni I'autre ne 'emporte et le jeu
se poursuit indéfiniment. Nous venons de montrer que ce dernier événement est de
probabilité nulle).

A titre d'illustration numérique des résultats qui précédent, si A partait avec 3
unités et B avec 10, il aurait une chance sur trois de I'emporter lorque p = % La
probabilité qu'il gagne sauterait a

1-3°
1-G"

87

s1 p valait 0.6. L]

3.4.14 Probléme de la durée du jeu

Un cas spécial du probléme de la ruine du joueur, aussi connu sous le nom de
probiéme de la durée de jeu, fut proposé par le Frangais Fermat en 1657, Dans la
version qu’il proposait — et qui fut d’aillevrs résolue par Huygens —, A et B disposaient
chacun de 12 piéces. Pour gagner une piéce, ils devaient jouer avec trois dés comme
suit: chaque fois que 11 sort (en faisant la somme des trois dés, P'identité du lanceur
érant indifférente), A donne une piéce a B. Chaque fois que 14 sort, c’est B qui donne
une piéce a A. La premiére personne qui gagne toutes les piéces gagne le jeu. Comme
Ptirer 11) = 2L et P(tirer 14) = 3%, on réalise grace & I'exemple 3.23 que du point
de vue de A4 il s'agit ici précisément du probléme de la ruine du joueur avec p = ;:—%
i = 12 et N = 24. La solution d la formulation générale du probléme de la ruine du
joueur fut donnée par le mathématicien Jacques Bernoulli dans une publication parue
huit ans aprés sa mort, en 1713.

3.4.15 Application & un test d’efficacité

Voici une application du méme probléme a un test de médicaments: admettons que
"on vienne de développer deux nouveaux produits pour le traitement d’une maladie
donnée. Le médicament f a un taux d’efficacité P, i = 1,2. On entend par 3 que tout
patient traité avec ce médicament a une probabilité P; de guérir. Ces taux ne sont
pas connus cependant et nous cherchons une méthode pour décider si £, > P, ou
P < P,. Pour permettre le choix, on considére le test suivant: on traite des paires de
patients les unes aprés les autres. Un membre de la paire regoit le produit | et I'autre
le produit 2. Aprés le traitement d’une paire on détermine le résultat puis on passe
au traitement de la paire suivante Jusqu'a ce que le total des guérisons attribuées a
I'une des drogues dépasse le total de celles attribuées a I'autre d'un nombre déterminé
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davance. On peut formaliser ceci ainsi:

X = {I si le patient de la jme paire ayant recu le médicament 1 est guéri
ji — .
0 sinon

{1 sile patient de la j-¢me paire ayant regu le médicament 2 est guéri
Yy = 0  stnon.

Pour un entier positif M fixé d’avance, le test s’arréte a la paire N ot Nest la
premiere valeur de n telle que

XI+“'+XN_(YI+”.+YN)=M

ou
X|+"‘+X"_(Y|+"‘+ le)=_M

Dans le premier cas, on décide que P > P, et dans le second, c’est 'inverse,

Pour déterminer si ce test est bon, nous aimerions connaitre la probabilite qu’il
améne a une décision fausse. Plus précisément, P, et P, étant fixés et P, étant supérieur
a Py, quelle est la probabilité que le test fasse déclarer 4 tort que P, > P,? Pour
determiner cette probabilité, il faut d’abord remarquer qu’aprés chaque test portant
sur une paire la différence des succés cumulés de chaque médicament peut augmenter
de 1 avec probabilité P(1 — P,), puisque telle est la probabilité que le médicament
1 améne une guérison sans que le médicament 2 en fasse autant. Cette différence peut
diminuer de | avec probabilite (1 — P|}P, ou encore rester inchangée avec probabilité
P Py+ (1 — PX1 — P,). Négligeons ces derniéres paires. Avec les autres la différence
augmentera de 1 avec une probabilité

P = Pielle augmente de 1lelle avgmente ou diminue de 1)

= PI(I_PZ)
P(1-P)+(1-P)P,

et diminuera de 1 avec une probabilité

Pyl - Py)
P(l1-P)+(1-P)P,

1-P=

Ainsi, 1a probabilité que le test fasse déclarer que P, > P, est égale 4 celle qu’un joueur
pouvant gagner une unité avec probabilité P perde M de ces unités avant qu'il ait pu
en accumuler M de plus qu'au départ. Mais ’équation (3.11) donne cette probabilite,
avecicii = M, N = 2M:
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P(le test décide que P, > P|)

ol
e
_P(1-P)
Py(1 - P}

Par exemple, si P,= 0,6 et P,= 0,4, la probabilité de décision erronge est de 0,017
lorsqu’on fixe M a 5, diminuant a 0,0003 si I'on prend M = 10.

Supposons que nous ayons un ensemble d'éléments et que nous voulions déter-
miner si au moins un des éléments a une certaine propriété. Nous pouvons démarrer
ce probléme de maniére probabiliste en choisissant aléatoirement un élément de I’en-
semble de telle sorte que chaque élément ait une probabilité positive d’&wre choisi. On
peut répondre & la question en calculant la probabilité que [’élément sélectionné au
hasard ait la propriété voulue. Si cette probabilité est positive, nous avons alors établi
qu'au moins un des éléments de I'ensemble posséde la propriété et si elle vaut zéro,
alors aucun des éléments ne I'a,

Le dernier exemple de la section illustre cette technique.

Exemple 3.27 Un graphe complet & n sommets est défini comme étant un ensemble
de n points (appelés sommets) dans le plan et de (; )} segments (appelés arétes) reliant
chaque paire de sommets. La figure 3.3 moatre un graphe complet 3 3 sommets.
Supposons que chaque aréte d’un graphe complet & n sommets doit étre colorée soit
en rouge soit en bleu, Pour un entier k fixé, la gquestion est de savoir s’il existe une
fagon de colorier les arétes de telle sorte qu’aucun ensemble de & sommets n’ait ses
(k) arétes de la méme couleur. On peut montrer, de manigre probabiliste, que si

nzest pas trop grand la réponse est oui.

Figure 3.3
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soLuTioN. Supposons que chaque aréte peut, de maniére indépendante, &wre coloriée
soit en rouge soit en bleu de manitre équiprobable. Ainsi, chague aréte a une probabi-
lité 172 d’étre rouge. On numérote les {© ) ensembles de & sommets et on définit les
événements E;,i=1, ..., (:) de la fagon suivante:

E; = (Toutes les arétes du i-i2me ensemble de & sommets ont ta méme couleur)

Maintenant, puisque chacune des (k) arétes d’un ensemble de & sornmets a autant de
chance d’étre bleue ou rouge, la prgbabilité-qu’elles soient toutes de la méme couleur

est
k{k-1)

1
P(E)=2—
(&) (2)
Par conséquent, puisque

PUUE)<SZP(E) (inégalité de Boole)

on obtient que P(UE;), la probabilité qu’il y ait un ensemble de & sommets dont
i .

toutes les arétes sont de la méme couleur, satisfait :
E(k-1)

nY 1Yz
PUE)s (k)(i)

si : -;— 1 <1 ou, de maniére équivalente, si

k{k-1}

alors la probabilité qu'au moins un des () ensembles de k sommets ait toutes ses
arétes de la méme couleur est inférieure a 1. Par conséquent, sous la condition pré-
cédente sur n et £, il y a une probabilité positive qu’aucun ensemble de k sommets
n'ait toutes ses arétes de la méme couleur. Mais ceci implique qu’il ¥y a au moins une
fagon de colorier les arétes de telle sorte qu’aucun ensemble de k sommets n'ait toutes
ses arétes de la méme couleur. »

REMARQUES. a) Bien que la discussion ci-dessus établisse une condition sur n et k qui
garantit I'existence d’une combinaison de couleurs satisfaisant la propriéié désirée,
eile ne donne aucune information sur la fagon d’obtenir une telle combinaison. (Une
possibilité serait tout simplement de choisir les couleurs av hasard, de voir si le
résultat satisfait la propriété et de recommencer jusqu’a ce que la propriété soit satis-
faite.)

b) La méthode utilisant ies probabilités pour résoudre un probidme i la base purement
déterministe est appelée la méthode probabilistel,

D’autres exemples de cette méthode sont donnés dans I’exercice théorique 19 et dans
I'exemple 7.18 du chapitre 7.

! Voir N. Alon, J. Spencer, and P. Erdos. The Probabilistic Method (New York: John Wiley & Sons, Inc.,
1992).
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3.5 FONCTION DE PROBABILITE CONDITIONNELLE
3.5.1 P( - |F) est une fonction de probabilité

Les probabilités conditionnelles satisfont & toutes les propriétés des probabilités
ordinaires. Le théoréme 3.3 le démontre, puisqu’il établit que P(E|F) satisfait aux
trois axiomes d’une probabilité.

Théoréme 3.3

(a)0=P(E|F)=1..

() P(S|F)=1.

(c) Si E, I = 12, .nsontdes événemenis qui s'excluent mutuellement, alors

P(CIOJ E IF) = i P(E,|F)

DEMONSTRATION. Pour démontrer fa partie (a), nous devons établir que
0 € P(EF)/P(F) < 1. L'inégalité de gauche est évidente; celle de droite résulte du
fait que EF < F, ce qui implique P(EF) £ P(E).

La partie (b} est prouvée par

pis|py =280 _PE)

La partie (c) 'est également car

AU slF) - P((JE)r)

P(F)

P(CJ E.-F) . .
=—1 72 i E,-)F =\JEF
p(F) Pueae (L.J Y
S P(EF)

1

P(F)

=§P(E;|F}
1

ou l'avant-derniére égalité est justifiée par le fait que EE, = (J entraine que
EFEF = 4. .

Si nous posons Q(E) = P(E|F), Q(F) peut étre considérée griace au théoréme 3.3
comme une fonction de probabilité sur les événements de S. Aussi toutes les proposi-
tions établies jusque-1a pour des fonctions de probabilité s’appliquent & Q(E). Par
exemple,

- QUE\VE) = QE) + Q(E;) - Q(E\E)
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ou, de maniére équivalente,

P(E\VE;|F) = P(E,|F) + P(E,|F) ~ P(E,E,|F)

Par ailleurs, on peut définir la probabilit€ conditionnelle Q(E, | E,) = Q(E, E,)/Q(E,).
D’une application de I'équation (3.3) il résulte que

Q(E,) = Q(E, | E)) Q(E;) + Q(E, | E3 }Q(ES) (3.12)
or,
Q(E,E;)
Q(E,)
_ P(E,E|F)
P(E,|F)
P(E,E.F)
P(F)
P(E,F)
P(F})
= PE, IEzF)

O(E:'Ez) =

et dés lors, (3.12) permet d'écrire;

P(E,|F) = P(E,| E;F)P(E,|F) + P(E,| E3F)P(E; |F)

3.5.2 Exemples

Exemple 3.8 Revenons a I'exemple 3.8 qui s’intéresse A une compagnie d’assurances
qui pense gqu’on peut diviser les gens en deux classes distinctes: ceux qui sont enclins
aux accidents et les gens a faible risque. Sur une période d’un an une personne a haut
risque sera victime d’un accident avec probabilité 0,4 contre 0,2 pour une personne
a faible risque. Quelle est la prebabilité conditionnelle pour un nouveau client d’avoir
un accident dans sa deuxiéme année de contrat §'il a eu un accident durant la premiere
année?

SOLUTION, Scit 4 'événement «le client est 4 haut risque» et soient A, | = 1,2 «il a
eu un accident durant la i-éme année». On peut calculer la probabilité P(4,|4,)
demandée en conditionnant sur le fait que le client est ou n’est pas 4 haut risque de
la maniére suivante:

P(A3|A) = P(A;| AA)P(A|A) + P(A,| ASADP(AS|A)

Maintenant

P(A,A) _ P(A,|A)P(A)
P(A)) P(A))

P(A|A1)=
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On avait supposé P(A4}) égal 4 -ﬁ, et montré que P(A,) = 0,26 (dans I'exemple 3.8),

Donc

(4)(.3) _ 6

.26 13

P(A|A|)=

et donc
PA'|IA)=1-PA|A) =3
Puisque P(A;|AA)) =4 et P(A;|AA)) = .2, on voitl que
P(AJA) = (DG +(2)5=.29

L’exemple qui suit traite de la théorie des chaines de résultats.

Exempled.29 On réalise une expérience composée d'épreuves indépendantes. La
probabiliié de succés est p, d"échec ¢ = | — p. Nous nous demandons la probabilité
qu’une chaine de »# succés consécutifs ait lieu avant gque n'apparaisse une chaine de
m échecs.

SOLUTION. Soit E I'événement étudié. Pour calculer P(E), nous commengons par
conditionner suivant ['issue de la premiére épreuve. On obtient alors, en posant que
H désigne Févénement «la premiére épreuve livre un succés»

P(E)=pP(E|H)+gP(E|H") (3.13)

Admettons que la premiére épreuve ait été un succés. A partir de 1a I'une des
possibilités d'obtenir # succés avant que n’apparaissent m échecs serait de n’aveir que
des succes sur les 1 — | épreuves suivantes. Aussi conditionnerons-nous sur le fait
que cela arrive ou n’arrive pas. Notons par F i"événement «les épreuves 2 a » sont
toutes des succés». On obtient

P(E|H) = P(E|FH)P(F|H)+ P(E|F'H)P(F‘|H) (3.14)

Or, P(E\FH) est clairement égal 4 1, et d'autre part si F'H survient, c’est que la
premiére épreuve fut un succés mais 'vne aw moins des # — | suivantes fut un échec.
Mais lorsque cet échec se réalise, on se trouve dans la méme situation que si on
commengait I'expérience avec un échec car la chaine de succés est brisée. Donc

P(E|F'H)=P(E|HY

Comme I'indépendance des épreuves entraine celle de Fet H et comme P(F) = p*~ I

on tire de (3.14}

P(E|HY=p" "+ (1-p"" "YP(E|H") (3.15)
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On peut obtenir d’'une maniére trés similaire une expression de P(E|H*). Plus
précisément soit G I'événement «les épreuves 2 a m sont toutes des échecs». Dans ce
cas

P(E|H")=P(E|GH)P(G|H}Y+ P(E|G°H)P(G|H") (3.16)
Or GHC est I'événement «les m premiéres épreuves donnent toutes des échecs» et par
conséquent P(E|GH*) = 0. De plus si G° H* se réalise, la premiére épreuve est un échec,

mais il ¥y a au moins un succés parmi les m — | épreuves suivantes. Comme ce succés
brise la chaine des échecs, on peut dire que

P(E|G'H®) = P(E|H)
Ainsi obtient-on, en utilisant P(G‘| H} = P(G') = 1 — g™ et aussi (3.16),
P(E|H)=(1~q" )P(E|H) (3.17)

Les solutions de (3.15) et (3.17) sont

— P
P(ElH}_-pn—l_'_qm—]_pn—lqm—l
et
. 1_ m—| n—1
P(ElH )= n—l( mq‘-l )pn—] m~—1
P tq -P 9
et donc

P(E)} = pP(E|H) + gP(E|H")
pn +qpr|—l(1 _qm—l)

pn—l + qm—l _ pn—lqm-—l
p'(1-g")
pn—l + qmul _ pn—lqm—l

(3.18)

On peut d’ailleurs noter que, du fait de la symétne du probléme, cette formule livre
la probabilité d’obtenir une chaine de # échecs avant I'apparition d’une chaine de n
succes. Il suffit d’intervertir dans (3.18) p et g d’une part, # et m de I"autre. Cette
probabilité serait donc

P(chaine de m échecs avant une chaine de # succés)

m—| n
(1L-p"
= ip.,-. _;’m-.pn_. (3.19)

De plus, comme on voit que la somme des probabilités données par (3.18) et (3.1%)
est ). il est certain qu'il finira par se produire soit une chaine de # succés soit une autre
de m échecs.
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A titre dillustration de (3.18), on peut dire que lors du jet répété d'une piéce
équilibrée la probabilité de voir sortir une chaine de 2 piles avant que n’apparaisse
une chaine de 3 faces est %; cette probabilité monte 4 g pour des chaines de 2 piles
contre 4 faces. .

Dans I'exemple suivant nous allons reprendre le probléme de rencontre de Mont-
mort (exemple 2.13). Nous lui donnerons cette fois-ci une solution en passant par des
probabilités conditionnelles.

Exemple3.30 Lors d’une réunion de # hommes chacun eniéve son chapeau. Les
chapeaux sont mélangés et chacun en tire un au hasard. On dira qu’il y a rencontre
lorsque quelgu’un a tiré son propre chapeau.

a) Quelle est la probabilité qu’il n'y ait pas de rencontre ?

b) Quelle est celle qu'il y ait exactement & rencontres ?

SOLUTION. a) Désignons par E I’événement «il n'y a ancune rencontre»; pour faire
clairement apparaitre I'influence de # nous écrirons P, = P(E). L'idée de départ est
de conditionner sur le fait que le premier homme a ou n'’a pas tiré son propre chapeau,
événements que nous noterons R et R Alors:

P, = P(E) = P(E|R)P(R) + P(E|R)P(R)

Il est évident que P(E|R) = 0 et donc
n— 1

Ceci dit, P(E1R") est la probabilité qu'il n’y ait pas de rencontre lorsque # — 1
hommes tirent chacun un chapeau ¢’un tas en comptant » — | mais ne comprenant
pas le chapeau de I'un de ces hommes (le chapeau tiré par le premier individu}.
Lorsqu'il n’y a pas de rencontre, deux cas de figure peuvent se présenter: soit ’homme
«en tropy (son chapeau n’est pas dans le tas) ne tire pas le chapeau «en trop» (celui
du premier homme), soit il le tire. La probabilité d’absence de rencontre dans le
premier cas est simplement P,_,; on peut s'en convaincre en considérant que le
chapeau «appartient» a4 'homme en trop. Comme la probabilité de I'alternative est
[1/(r — 1)]P,_,, nous avons maintenant

P(E|RY =P,_, + p— P, s
et donc en remplagant dans (3.20}
pP,= n-l P +1Pn—-2
ou, de maniére équivalente, "
P=Pyi= = (Pai= o) (321)

Par ailleurs, P, est fa probabilité de n'avoir aucune rencentre, donc
P =9 P, = %
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et par conséquent, Péquation {3.21) donne

_ P-Py 1 11
Pamh=-777m=my o Psgeg
__Py-pP) 1 _1 1
Pamh==m0=0 o Py 5ty

On peut voir que la formule générale est

b) Pour obtenir la réponse A ia question, a savoir la probabilité d’observer exacte-
~ ment k rencontres, considérons un groupe quelconque de & hommes. La probabilité
qu’eux et eux seulement choisissent levr propre chapeau est

1 1 _(n—k)
n—1 n“(kvl)P""k_ n!

1
- Pn—k
n
ou P,_, est la probabilité conditionnelle qu'aucun des n — k autres hommes ne tire
son propre chapeau. Mais il y a (;) maniéres de déterminer le groupe initial des k
hommes qui tireront leur chapeau; par conséquent la probabilité demandée est
1 1 (-1
—_—— — + P —
Py, 20 3! (n—k)!
k! k! n

153 lndépeﬁdance conditionnelle

Un concept important en théorie des probabilités est celui d’indépendance condi-
tionnelle entre événements, Deux événements £, et £, seront dits conditionnellement
indépendants selon F si la probabilité conditionnelle de E|, F étant realisé, n'est pas
affectée par I'information que E, est ou n’est pas survenu. On peut écrire plus
formellement que E, et E, sont conditionnellement indépendants selon F si

P(E || E,F) = P(E,|F) (3.22)

ou, de maniére équivalente
P(E,E,|F) = P(E,|F}P(E,|F) (3.23)

On peut facilement étendre cette notion d'indépendance conditionnelle a plus de
deux événements. Ce travail est laissé au lecteur a titre d’exercice.

On aura remarqué que ce concept a £té employé implicitement dans I'exemptle 3.26
ou I'on a admis que les événements «le signataire du contrat d’assurances a un
accident durant la i-éme année de contrat» {i = 1,2} &taient conditionnellement
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indépendants selon que cet individu était a faible ou haut risque. [On avait utilisé cette
hypothése pour pouvoir attribuer & P(A4,14A4,) et P(4,| A°A4,) respectivement les
valeurs 0.4 et 0.2). L’exemple suivant illustre la notion d'indépendance conditionnelle.
On Pintitule parfois régle de succession de Laplace,

Exemple 3.31 Régle de succession de Laplace.

Une boite contient & + 1 piéces. Pour la /-éme piéce, la probabilité de montrer pile
lors d’un jet est ik, i = 0,1,...k. On tire une piéce au hasard de la boite pour la jeter
ensuite un grand nombre de fois. Quelle est la probabilité conditionnelle que le
(7 + 1)-iéme jet donne pile sachant que les # premiers I'ont fait?

SOLUTION, Deésignons par E, I'événement «la piéce sélectionnée était la i-émen,
i = 01,..k, par F, I'événement «les n premiers jets donnent tous pile», enfin par F
¢le (n + l)-ieme jet donne piler. La probabilité P(F|F,) que I'on cherche peut &tre
calculée ainsi;

P(F|F,) = )E P(F|F,E)P(E;|F,)

i=A{¥

Si I'on admet que C'est la i-éme piéce qui a été tirée, les issues des jets seront
conditionnellement indépendantes, pile apparaissant avec la probabilité ifk. Donc,

P(F|E.E) = P(F|E)) =;"
Aussi
_P(EF.)
P(Ei1Fll) - P(Fn)
_ _P(F.|E)P(E)
k
T P(F,|E)P(E)
__G/K)"1/(k + 1))
&k
T Gk (k + 1)]
f=u
k
T (i/k)!
P(F|F,) ="=——
% (k)"
j=t

Lorsque & est grand on peut raisonnablement admettre les approximations intégrales
1 & (:) I 1
- - =] x"dx=
k ,-;0 k o n+2

1k j)"__J" |
k,-o(k T
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et ainsi pour k grand

n+1
P(F|Fn)=;*;—2
.

3.6 EXERCICES THEORIQUES

3.6.1 Une boule peut se trouver dans n’importe laquelle de n boites. Elle se trouve
dans la boite / avec probabilité P;. Si elle se trouve dans la boite £, elle ne sera détectée
au cours d'une fouille de cette boite qu'avec la probabilité a, Montrer que la

probabilité conditionnelle que la boule se trouve dans la boite j, sachant qu’une fouille
de la boite i/ n°a rien donné, est:

P; .
= oP St f#F I
(1 - a)P .
) sIf=1

3.6.2 Pour chacune des asseriions suivantes donner soit une preuve, soit un contre-

exemple: '

a) si E est indépendant de Fet G, il I'est de F ) G;

b) si E est indépendant de Fet G et si FG = 4, F est indépendant de F \J G

c} si E est indépendant de F et si F I'est de G et si en plus £ I'est de FG, alors G est
indépendant de EF.

3.6.3 L’événement F est porteur d'une information négative sur E, ce que nous
écrirons F i E, si

P(E|F)= P(E)

Pour chacune des assertions suivantes, denner soit une preuve soit un contre-exemple:
« siF N\ Ealors E N F

s siFN Eet EN Goalors FN G

e SiFN Eet G~ E alors FG N E.

Répondre aux mémes questions lorsgu'on remplace ~ par », F ~ E signifiant
P(E|F) = P(E): autrement dit, F est porteur d’information positive sur £.

3.6.4 Soient {E,, n21} et {F,, n21} des suites croissantes d’événements ayant pour
limites E et F respectivement. Montrer que £ est indépendant de F si, pour tout #,
E, lest de F,.

3.6.5 Montrer que si E),E;.....E, sont des événements totalement indépendants on
aura

P(EyUE,u - UE) = |- ,lj[l (1 - P(E)]
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3.6.6

a) Une urne contient # boules blanches et # noires. On retire les boules une & une,
Jusqu'a ce que 1'on soit siir que toutes celles qui restent sont de la méme couleur.
Montrer que la probabilité que cette covleur soit le blanc est nf(r + m). On imaginera
que I'expérience est poursuivie jusqu’a a derniére boule et on considérera la couleur
de celle-ci.

b} Un étang est peuplé de trois espéces de poissons, qu'on appellera poissons rouges,
bleus et verts. Les nombres des poissons de chaque espéce sont respectivement R, 8
et . On retire les poissons un a un, au hasard (ce qui signifie qu'a chaque étape tout
poisson restant a la méme probabilité d’étre tiré). Quelle est la probabilité que la
premiére espece a disparaitre de 'étang soit le poisson rouge?

On partira de I'égalité P({R}) = PH{RBV})) + P(RVE}), puis on calculera les
probabilités du membre de droite en conditionnant suivant la couleur de la derniére
espéce 4 disparaitre.

3.6.7 On considere des nombres a;, i = 1,2,... ; de plus 0 € g; < | V i. Montrer que

o =t o0
Z [asnflva;)]+l—[(l—a‘-)=l

i=1 e i=

On peut pour cela imaginer qu'en lance un nombre infini de piéces et on considére
a; comme la prebabilité que la i-i&me piece moentre pile et considérer la premiére ap-
parition du pile.

3.6.8 Une piéce tombe sur face avec probabilité p. Un joueur A commence 4 la lancer
et poursuit jusqu'a la premiére apparition de pile. A ce moment 8 la lance jusqu’a
ce que pile apparaisse pour la premiére fois, ce qui fait passer la piéce a 4 ¢t ainsi de
suite. On note par P, , la probabilité que 4 ait pu accumuler un total de n faces avant
que B en ait eu »1. Montrer que

Pﬂ.m =an—].m +(l _P)(l —Pm.fr)

3.6.9 Vous jouez contre un adversaire infiniment riche, le jeu est divisé en parties.
A chaque partie, vous pouvez soit gagner soit perdre une unité avec pour probabilité

respectivement g et | — p. Montrer que la probabilité que vous finissiez par vous
ruiner est
i sip < 1
(g/py  sip>loug=1-p

oll i désigne votre fortune initiale,

3.6.10 On réalise des épreuves indépendantes jusqu’a obtenir r succés. La probabilité
d'un succés est p. Montrer que la probabilitée qu'il laille # épreuves est

-1
(" )p’u -p)

r—1
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Utiliser ce résultat pour résoudre le probléme des points (exemple 3.25). On peut d’a-
bord se demander le nombre de succés qu’on doit avoir lors des # — 1 premiers essais
pour obtenir # succés en » épreuves.

3.6.11 On appelle épreuves de Bernoulli des épreuves indépendantes ayant p pour
probabilité de succés et 1 — p pour probabilité d’échec. Appelons P, la probabitité
que n épreuves de Bernoulli successives débouchent sur un nombre pair de succes; 0
est considéré pair. Montrer que

Pn=p(l_Pn—l)+(1-p)Pn—l n=zl
et utiliser ce résultat pour démontrer par induction que

1+{1-2p)"
P, = (1-2p)
2
3.6.12 Soit O, la probabilité qu’il n’apparaisse aucune série de trois piles consécutifs
lors de I'experience consistant a jeter n fois une piéce eéquilibrée. Montrer que

Qn =300 +3iQy 2+ 30,3
Q=0=0;=1

Calculer Q. Pour cela, conditionner sur le premier face.

3.6.13 Le joueur A posséde n + 1 pieces équilibrées, le joueur B en a n. Chacun lance
toutes ses pieces. Montrer que la probabilité pour A d’avoir plus souvent pile que B
est Ya.

Pour cela, conditionner selon que 4 ou B a plus souvent pile que I"autre lorsque
les joueurs en sont au jet de leur #-éme piéce chacun (il y a trois éventualités).

3.6.14 Considérons le probleme de la ruine du joueur a cela prés que A et B décident
de ne pas jouer plus de # parties. On désigne par P, la probabilité que A termine avec
tout I'argent alors qu’il possédait ¢ unités au départ, contre ¥ — ¢ pour B. Exprimer
P, en fonctionde P, _,, ., et P,_,;., et calculer P, lorsque N = 5.

3.6.15 On considére deux urnes contenant chacune des boules blanches et des boules
noires. Les probabilités de tirer une boule blanche sont de p et p’, respectivement pour
I'urne | et 'urne 2. On tire avec remplacement des boules, une 4 une, de la maniere
suivante: on détermine d’abord I"urne de laquelle la premiére boule sera tirée; 'urne
1 est choisie avec probabilité o, I'autre avec | — «. Pour la suite, les tirages obéissent
4 ia régle suivante: lorsque la boule tirée est blanche, on la replace dans son urne, de
laquelle on tire également la boule suivante; lorsqu’elle est noire au contraire, le tirage
suivant est fait dans ['autre urne. Soit @, la probabilité que la #-éme boule soit chotsie
dans Uurne 1. Montrer que

au+l=ﬂ'n(P+P'_l)+I—p' n=1
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et utiliser ce résultat pour montrer que

&, =

__IJ_'._J,(O,_LE'_
2-p-p

- ( + r_l)n—l
2-p-p)p P

Soit P, la probabilité que ka #-iéme boule tirée soit blanche.
Calculer P,, lima, et Iim P,.

L I

3.6.16 Probléme d’élection.

Lors d'une élection le candidat A regoit » voix contre seulement m (m < #) au

candidat 8. On admet que lors du dépouiliement chacun des (# + m)/nlm! ordres

de dépouillement est de méme probabilité. P, ,, désigne la probabilité que A reste du

debut 4 la fin en téte du scrutin.

a) Caleuler Py, Py, Py, Py Py

b) Trouver P, ., P, 2.

¢) Ens'appuyant sur ces résultats, formuler une conjecture pour l'expression de P, .

d) Etablir une formule récursive donnant P, en fonction de P,_, et P, , en
conditionnant selon que tel ou tel candidat a regu la ....-iéme voix (compléter
vous-méme).

) Utiliser ce dernier résultat pour démontrer votre conjecture faite en by grice a un
raisonnement par induction portant sur # + m,

3.6.17 On construit un modele simplifié de prévision météorologique en disant que
le temps sera demain le méme qu'aujourd’hui avec probabilité p. Le temps est sec (i)
ne peut étre que sec ou humide) le Ler janvier. Montrer que la probabilité P, qu'il soit
sec # jours plus tard est donnée par

P.=02p-1P,_, +(1 —-p} n=1
P,=1

Montrer que
P=1+2p-1)" n=0

3.6.18 Un sac contient a boules blanches et b noires. On tire des boules du sac selon

le principe suivant:

a) une boule est tirée au hasard et mise de coté:

b} une seconde est également tirée uu hasard. Si sa couleur différe de celle de la
premiére, on la réintroduit dans le sac et on recommence le processus depuis le
début. Dans le cas contraire, on la met de coté et répéte le point b),

En d’autres termes, les boules sont tirées et mises de c6té jusqu’d ce qu un changement

de couleur intervienne, a partir de quoi la derniére boule tirée est réintroduite dans

le sac et le processus réinitialisé. Désignons par P, |a probabilité que ka derniére boule
du sac soit blanche, Montrer que

|
Pn,.'- =23
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Raisonner par induction surk = a + b, le nombre de boules dans le sac aux différents
stades de l'expérience.

3.6.19 Un tournoi avec n participants se déroule de la maniére suivante: chaque jou-
eur joue une fois contre chaque autre joveur (il y a ( ) paires de joucurs). Le résultat
de chaque match consiste en la victoire d'un joueur et la défaite de I’autre. Pour un en-
tier k fixé, k < n, est-il possible que le résultat du tournoi soit tel que pour tous les
ensembles de & joueurs, un joueur batte chague membre de cet ensemble? Montrer

que si
s H—k
! 1 l <]
k 2
un tel résultat est possible.

Pour cela, supposer que les résultats des matchs sont indépendants et que chaque
malch a la méme probabilité d'ére gagné par n imporle quel joueur. Numéroter les
(, ") ensembles de k joueurs et soit B; I'événement qu’aucun joueur ne batte les & jou-
eurs du i-ieme ensemble. Utiliser alors I'inégalité de Boole pour borner P(U B},

3.6.20 Démontrer de maniére directe que
P(E|F) = P(E|FG)P(G|F) + P(E|FG°)P(G°|F)
3.6.21 Etablir I'équivalence de (3.22) et de (3.23).

3.6.22 Généraliser la définition d'indépendance conditionnelle A plus de deux événe-
ments.

3.6.23 Démontrer ou infirmer par contre-exemple la proposition suivante: si E, et E
sont indépendants, E,|F et E;| F le sont aussi.

3.6.24 On considere la loi de succession de Laplace (exemple 3.31). Montrer que si
les n premiers jets livrent tous pile, la probabilité conditionnelle que les m jets suivants
donnent également pile seulement est (7 + 1)/{(n + m + 1)

3.6.25 Dans le cas de la loi de succession de Laplace, on suppose que les n premiers
jets ont donné r fois pile et # — r fois face au total. Montrer que la probabilité que
te (n + I)-idme jet livre pile est (v + 1)/(n + 2). Pour ce faire, démontrer puis utiliser
lidentité

1
n! m!
n 1 - md - TRE TR
L y(1=y)rdy (n+m+1)!
Pour démontrer cette identité, poser C(nm) = L') y7(l — yy" dy et intégrer cetie

quantité par parties pour obtenir
m
Chmy=——0C(n+1,m-
(n, m) — (n+1,m-1)

Démontrer l'identité proposée par induction sur w1 en partant de C(n.0) = 1jin + 1).
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3.6.26 L'un de vos amis, d'esprit peu mathématicien mais plutst philosophe, soutient
que la loi de succession de Laplace est infondée, car elle peut mener a ces conclusions
ridicules. «Par exemple», dit-il, «cette loi prétend qu'un enfant de 10 ans vivra une
onziéme année avec une probabilité % La méme loi appliquée au grand-pére de cet
enfant €t qui a déja 80 ans lui donne 81 chances sur 82 de vivre un an de plus. Ce
résultat est ridicule, 'enfant ayant clairement plus de chances de vivre un an de plus
que son grand-pére». Que répondriez-vous 4 votre ami?

3.7 PROBLEMES

3.7.1 On jette deux dés équilibrés. Queile est la probabilité qu’'au moins I'un d’entre
eux montre 6, sachant que les deux résultats sont differents?

3.7.2 On jette deux dés équilibrés. Quelle est la probabilité que le premier montre 6,
sachant que la somme des deux est i? Calculer le résultat pour toutes les valeurs de
i comprises entre 2 et 12.

3.7.3 Uitiliser I'équation (3.1) pour calculer la probabilité que, lors d'une partie de
bridge, Est ait 3 piques, sachant que Nord et Sud en possédent 8.

3.7.4 On jette deux dés équilibrés. Quelle est la probabilité qu’au moins P'un d'entre
eux montre 6, sachant que la sonumne des deux est §, i = 2,3,...,12?

3.7.5 Une urne contient 6 boules blanches et 9 noires. On en tire 4 sans remise et au
hasard. Quetle est la probabilité que les deux premiéres soient blanches et les deux
autres noires?

3.7.6 On considére une urne contenant 12 boules desquelles 8 sont blanches. On tire
un échantillon de 4 boules avec remise (respectivement sans remise). Quelle est dans
chaque cas la probabilité conditionnelle que la premiére et la troisiéme boule soient
blanches, sachant que 'échantiilon contient exactement 3 boules blanches?

3.7.7 Le roi vient d'une famille de 2 enfants. Quelle est la probabilité que I'autre soit
une sceur?

3.7.8 Un couple a deux enfants. Quelie est la probabilité que les deux soient des filles
sachant que I’ainée en est une ?

3.1.9 On considére trois urnes. L'urne A contient 2 boules blanches et 4 rouges; I'urne
B, 8 blanches et 4 rouges; I'urne C, | blanche et 3 rouges. On tire une boule de chacune
des urnes. Quelle est la probabilité que la boule tirée de I'urne A4 soit blanche, si 'on
sait que le tirage a livré deux boules blanches exactement?

3.7.10 Lors d’une partie de bridge, Ouest n’a regu aucun as. Quelle est la probabilité
que son partenaire

a) n’ait regu aucun as non plus;

b} en ait regu deux ou plus?

¢) Quels seraient ces résultats si Ouest avait regu 1 as lors de la donne?
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3.7.11 On choisit trois cartes au hasard et sans remise dans un jeu ordinaire de 52
cartes. Calculer la probabilité que la premiére carte tirée soit un pique, sachant que
les deux derniéres en sont?

3.7.12 Une grossesse ectopique a deux fois plus de chance de se développer lorsque
la femme enceinte fume que lorsqu’elle est non-fumeuse. Si 32% des femmes en fge
de maternité fument, quel pourcentage de femmes ayant une grossesse ectopigue sont
fumeuses?

3.7.13 98% des bébés survivent a I’accouchement. Cependant, 15% des naissances
nécessitent une césarienne et lorsqu’une césarienne est pratiquée, les bébés survivent 3
96%. Si une femme enceinte choisie aléatoirement ne fait pas de césarienne, quelle est
la probabilité que son bébé survive?

3.7.14 Dans une certaine ville, 36% des familles possédent un chien et 22% de celles

qui ont un chien possédent aussi un chat. De plus, 30% des familles ont un chat.

Quelle est

a) la probabilit¢ qu'une famille sélectionnée an hasard posséde un chien et un chat;

b) la probabilité conditionnelle qu'une famille choisie au hasard posséde un chien
sachant qu’elle a un chat?

3.7.15 46% des électeurs d’une ville se déclarent indépendants alors que 30% se dé-
clarent libéraux et 24% conservateurs. Lors d’une récente élection locale, 35% des
indépendants, 62% des libéraux et 58% des conservateurs ont voté. Un électeur est
choisi au hasard. Sachant qu’il a voté lors de I'élection locale, quelle est la probabilité
qu'il soit

a) indépendant;

b} libéral;

c) conservateur?

d) Quelle fraction d'électeurs a participé a I’élection locale?

3.7.16 48% des femmes et 37% des hommes ayant suivi un programme pour arréter
de fumer sont restés non-fumeurs pendant au moins un an aprés la fin du programme.
Ces personnes organisent une féte pour célébrer leur année sans fumer, Si 62% de
tous les gens ayant suivi le programme étaient des hommes,

a) quel pourcentage de femmes y aura-t-il a la féte?

b) quel pourcentage de gens ayant suivi le programme se rendront 2 la féte?

3.7.17 52% des éleves d’un college sont des filles. 3% des éléves de ce collége sont
doués en informatique. 2% des éleves sont des filles douées en informatique, Si un
éleve est choisi au hasard, trouver la probabilité conditionnelle que

a) cet él2ve soit une fille, sachant qu’il est doué en informatique;

b) cet éléve soit doué en informatique, sachant que c’est une fille.

3.7.18 500 couples mariés actifs ont été sondés sur leur salaire annuel, donnant les
résultats suivants,
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Mari
Femme Moins de $25 000 Plus de $25 000
Moins de $25 000 212 198
Plus de $25 000 36 54

Ainsgi, par exemple, dans 36 de ces couples la femme gagne plus et le mari moins de

$25 000. Si un des couples est choisi au hasard, quelle est

a) la probabilité que le mari gagne moins de $25 000,

b} la probabilité conditionnelle que la femme gagne plus de $25 000 sachant que son
mari gagne plus que cette somme;

¢) la probabilité conditionnelle que la femme gagne plus de $25 000 sachant que son
mari gagne moins que cette somme?

3.7.19 La probabilité que la batterie d"une voiture neuve fonctionne plus de 1¢ 000
miles est .8, la probabilité qu'elle fonctionne plus de 20 000 miles est .4 et la probabi-
lité qu'elle fonctionne plus de 30 000 miles est .1. Si la batterie d’une voiture neuve
fonctionne toujours aprés 10 000 miles, quelle est la probabilité que

a) sa durée de vie dépasse 20 000 miles;

b) sa durée de vie supplémentaire dépasse 20 000 miles?

3.7.20 Supposons qu’on divise aléatoirement un jeu ordinaire de 52 cartes {contenant
4 as) en 4 mains de 13 cartes chacune. Nous voulons déterminer la probabilité p que
chaque main contienne un as. Soit E; I'événement que la i-idéme main ait exactement
un as. Déterminer p = P(E,E,E4E,) en utilisant la regle de multiplication.

3.7.21 Une urne contient au départ 5 boules blanches et 7 noires. Chaque fois que

I’'on tire une boule, on note sa couleur, puis on la réintroduit ainsi que deux nouvelles

boules de la méme couleur qu’elle.

* Quelie est la probabilité que les deux premiéres boules tirées soient noires, puis les
deux suivantes blanches?

* Quelle est la probabilité que deux exactement des 4 premiéres boules tirées sojent
noires?

3.7.22 Une urne I contient 2 boules blanches et 4 rouges, tandis qu'une urne 11

contient une boule de chacune de ces couleurs. Une boule est tirée au hasard de 'urne

I et placée dans I'urne I1, puis on tire une boule de cette derniére urne.

+ Quelle est 1a probabilité que cette deuxiéme boule soit blanche?

+ Quelle est la probabilité que la boule transférée soit blanche, sachant que la
derniére boule était blanche?

3.7.23 Comment placer 20 boules, dont 10 sont blanches et 10 noires, dans deux urnes
de maniére 3 maximiser la probabilité de tirer une boule blanche dans I'expérience
suivante: on choisit d’abord une urne au hasard, puis une boule dans cette urne?

3.7.24 On peint deux boules, soit en noir soit en rouge, au hasard; chaque boule est
peinte indépendamment de l'autre, le noir ayant une chance sur deux d’étre utilisé.
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Les deux boules sont placées dans une urne,

a) On parvient a apprendre que la peinture rouge a été utilisée, donc qu'au moins
une des boules est rouge. Calculer la probabilité que dans ce cas les deux boules
soient rouges.

b) L'urne se renverse et une boule rouge en sort. Quelle est alors la probabilité que
les deux boules soient rouges? Expliquer ce résultat.

3.7.25 On a utilis¢ la méthode suivante pour estimer le nombre de personnes de plus
de 50 ans, dans une ville dont la population s*éléve a 100 000 Ames. Elle consiste, pour
I'expérimentateur, 4 enregistrer le pourcentage des gens de plus de 50 ans, lors de ses
déplacements dans la rue. L'expérience s'étend sur quelques jours. Discuter cette
méthode.

A titre d'indication, soit p la vraie proportion des gens de plus de 50 ans dans la
ville considérée. De plus, a, désigne la proportion sur le temps total du temps qu’'une
personne de 50 ans ou plus passe dans la rue, o, étant cette proportion pour les moins
de 50 ans. Quelle est la grandeur que la méthode utilisée estime? Dans quelles
conditions I'estimation convient-elle pour p?

3.7.26 On admet que 5% des hommes et 0,25 % des femmes sont daltoniens. On
sélectionne une personne daltonienne au hasard. Quetle est la probabilité qu’il s’agisse
d’un homme ? On admettra que les hommes sont aussi nombreux que les fernmes, Si
au contraire il y en avait deux fois plus que de femmes, que deviendrait le résultat?

3.7.27 On considére deux boites, 1’une contient une bille noire et une blanche, et I’ autre
deux noires et une blanche. On désigne une boite au hasard, de laquelle on tire une
bille. Quelle est {a probabilité qu’elle soit noire? Si I’on sait que la bille est blanche,
quelle est la probabilité que ce soit la premiére boite qui ait été désignée?

3.7.28 Les Anglais et les Américains orthographient le mot rigueur, respectivement,
rigour et rigor. Un homme ayant pris une chambre dans un hotel parisien a écrit ce
met sur un bout de papier. Une lettre est prise au hasard dans ce mot, c’est une
vovelle. Or 40% des anglophones de 'hdtel sont des Anglais et les 60% restants sont
Américains. Quelle est la probabilité que I'auteur du mot soit anglais?

3.7.29 Deux urnes A et B contiennent respectivement deux boules bianches plus une
noire et une blanche ptus cing noires. On tire au hasard une boule dans 'urne A et
on la place dans B. On tire alors une boule de B, elle est blanche. Quelle est la
probabilité que la boule transférée ait aussi été blanche?

3.7.30 Dans I’'exemple 3.12, on doit admettre que le nouvel indice est sujet a diffé-
rentes interprétations et n’apporte qu'une certitude a 90 % que le criminel posséde la
caractéristique mentionnée. Quelle est alors la probabilité que le suspect soit coupable
(on admettra comme dans I’exemple qu’il porte cette caractéristique)?

3.7.31 Une classe d’éudiants en probabilité comprend 30 étudiants, dont 15 sont
bons, 10 moyens et 5 mauvais. Une seconde classe de méme effectif compte 5 bons
étudiants, 10 moyens et 15 mauvais. L'examinateur connait cette situation, i la fin
de l'année, mais ignore 4 quelle classe il a affaire. 1l interroge un étudiant pris au
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hasard dans chaque classe et constate que ['étudiant de la classe 4 est moyen, tandis
que 'autre est mauvais. Quelle est la probabilité que la classe A4 soit la meilleure?

3.7.32 On compte respectivement 50, 75 et 100 employés dans trois entrepts A, B et
C, les proportions de femmes étant respectivement également 50, 60 et 70 pour cent.
Une démission a autant de chance de se produire chez tous les employés, indépendam-
ment de leur sexe. Une employée donne sa démission. Quelle est la probabilite qu’elle
vienne de I"entrepdt C?

3.7.33 Un joueur professionnel garde dans sa poche 2 pi2ces, I'une normale et 1'autre

ayant ses deux faces identiques, disons deux fois pile. Il en prend une auv hasard et

la lance; elle montre pile.

a) Queille est la probabilité qu'il s'agisse de la piéce normale?

b) I jette la méme piéce une seconde fois, elle montre de nouveau pile. Que devient
la probabilitée précédente?

¢} Il la lance une 3éme fois, mais obtient face cette fois. Quelle est maintenant la
probabilité quil s’agisse de la piéce normale?

3.7.34 Une urne A contient 5 boules blanches et 7 noires. L’ urne B en contient 3 et
12 respectivement. On jette par ailleurs une piéce de monnaie équilibrée. Dans le cas
ou pile sort, on tire une boule de 'urne A, tandis qu’on en prend une dans 'urne B
si la piéce montre face. Or, une boule blanche est tirée, Quelle est la probabilité que
le jet qui a précéde le tirage de cette boule ait donné face?

3.7.35 Dans I’exemple 3.8, quelle est la probabilité qu’une personne ait un accident
durant Ja deuxiéme année, sachant quelle n’en a pas eu lors de la premiére?

3.7.36 On considere un échantillon de taille 3 tiré de la manigre suivante: on dispose
au départ d’une urne contenant 5 boules blanches et 7 rouges. A chaque tirage, une
boule est tirée et sa couleur enregistrée. La boule est alors réintroduite dans I'urne
ainsi qu’une nouvelle boule de méme couleur. Trouver la probabilité que I'échantillon
comprenne précisement

a) 0 boule blanche;

b) 1 boule blanche;

¢} 1 boules blanches;

d) 2 boules blanches.

3.7.37 Une urne contient & boules blanches et r rouges. L.’une de ces boules est tirée
au hasard. Quand on la remet dans 'urne, on I'accompagne de ¢ nouvelles boules
de la méme couleur quelle. On tire une deuxiéme boule. Montrer que fa probabilité
pour la premiére boule tirée d’étre blanche, sachant que la deuxiéme est rouge, est
bith +r + <)

3.7.38 On mélange bien un paguet de 52 cartes puis on le divise en deux parties égales.
On choisit une carte de 'une des moitiés, qui se trouve &tre un as. On place cet as dans
le second paquet qui est alors mélangé. On tire alors de ce paquet augmenté une carte.
Calculer la probabilité que cette carte soit un as.

Conditionner sur le fait que la carte qui a changé de paguet est ou nest pas tirée,
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3.7.39 Trois cuisiniers A, B et C sont chacun capables de préparer une spécialité de
giteau. Ce géteau doit &tre cuit et risque de ne pas monter avec des probabilités de
0,02, 0,03 et 0,05 selon les cuisiniers. Dans le restaurant ou ils travaillent, A cuit 50%
de ces giteaux, B 30% et C 20%. Quelle est la proportion des giteaux ratés attribva-
bles a4 4?

3.7.40 Une boite contient 3 pidces. La premigre est normale, 1a seconde porte deux
fois pile et la troisiéme est biaisée de telle maniére que pile sorte trois fois sur 4. Une
piéce est tirée puis lancée et donne pile. Queile est la probabilité qu’il s’agisse de celle
aux deux faces identiques?

3.7.41 Le geblier informe trois prisonniers que 1’un d’entre eux a été choisi au hasard
pour étre exécuté, tandis que les deux autres seront libérés. Le prisonnier A4 lwi
demande de lui dire discrétement lequel de ses camarades d’infortune sera libéré,
prétendant qu'il n’y a pas de mal 4 communiquer cette information puisqu’il sait déja
qu’au moins 'un des deux sera libéré. Le gedlier refuse, argumentant que si A sait
lequel de ses camarades va étre libéré, la probabilité que lui-méme soit le condamné
augmentera de % a %, car il saura alors qu’il est parmi les deux personnes encore
menacées. Que pensez-vous du raisonnement du gedlier?

3.7.42 On dispose de 10 pigces telles gue, pour la i-#me d'entre elles, la probabilité de
montrer pile lorsqu’on la lance est if10, i = 1,2,...,10. Une piéce est tirée au hasard,
lancée, elle donne pile. Quelle est la probabilité qu'il s’agisse de la cinquiéme
piéce?

3.7.43 Une urne contient 5 boules blanches et 10 noires. Le chiffre donné par le jet
d'un dé équilibré indique le nombre de boules que "on va tirer de I'urne. Quelle est
la probabilité que toutes les boules tirées soient blanches? Si toutes les boules sont
blanches, quelle la probabilité que le dé ait livré un 37

3.7.44 Chacun de deux petits meubles identiques a deux tiroirs. Le meubleA contient
une piéce d’argent dans chaque tiroir, le meuble B ayant une piéce d’argent dans un
tiroir et une en or dans Iautre, On désigne I'un des petits meubles au hasard, ouvre
I'un de ses tiroirs et y trouve une piéce d’argent.

+ Quelle est la probabilité qu'il y ait une piéce d’argent dans I'autre tiroir?

+ Quelle est la probabilité que ce soit le meuble A4 qui ait été choisi?

3.7.45 On suppose qu’un test de dépistage de cancer est caractérisé par une fiabilité
de 95% aussi bien pour ceux qui portent que ceux qui n’ont pas cette maladie. Dans
la population, 0,4% des gens ont le cancer. Quelle est la probabilité qu'une personne
ait le cancer, sachant que son test I'indique?

3.7.46 Une compagnied’assurances répartit les gens en trois classes: personnes a bas
risque, risque moyen et haut risque. Ses statistiques indiquent que la probabilité que
des gens soient impliqués dans un accident sur une période d’un an est respectivement
0,05, 0,15 et 0,30. On estime que 20% de la population est & bas risque, 50% est &
risque moyen et 30% a haut risque. Quelle proportion des gens ont un accident ou
plus au cours d’une année donnée? Si Fassuré 4 n’a pas eu d'accident en 1972, quelle
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est ka probabilite qu'il fasse partie de la classe & bas risque (respectivernent 4 moyen
risque)?

3.7.47 Si vous aviez A construire un modéle mathématique autour des événements E

et F suivants, les supposeriez-vous indépendants? Expliquer votre choix.

a) E est I'événement «une femme d'affaires a les yeux bleus» et F «sa secrétaire a les
yeux blews»;

b) E est I’événement «un professeur posséde une voiture» et F «il ligure dans le bottin
du réléphonen:

¢) E est «un homme mesure moins de 1,75 m» et F «il pése plus de 100 kg»;

d) E est «une femme vit aux Etats-Unis» et F «elle vit dans ’hémisphére occidental»
{longitude 180"-360");

e) E est «l pleuvra demain» et F «il pleuvra aprés-demain.

31.7.48 Uneclassecompte 4 gargons et 6 filles de premiere année, 6 garcons de seconde
année. Combien doit-il y avoir de filles de deuxiéme année si I'on veut que sexe et
année soient des facteurs indépendants lors du choix au hasard d’un étudiant?

3.7.49 Supposons qu’on collecte des coupons de m types différents. Supposons aussi
qu’a chaque fois gu’on obtient un nouveau coupon, il est de type i avec probabilité p;,
i = 1,.., m. Supposons qu’on vienne de collecter le n-ig2me coupon. Quelle est la
probabilité qu’il soit d’un nouveau type? Pour cela, conditionner sur le type de ce
coupon.

3,7.50 Un modele simplifié pour la variation du prix d’un stock suppose que chaque

jour, le prix du stock grimpe d'une vnité avec probabilité p ou chute d'une unité avec

probabilité 1 - p. Les variations quotidiennes sont indépendantes.

a) Quelle est la probabilité qu’apres 2 jours, le stock s0it au prix original?

b) Quelle est la probabilité qu’'apres 3 jours, le prix du stock ait augmenté d’une
unité?

¢) Sachant qu’aprés 3 jours le prix du stock a augmenté d’une unité, quelle est la pro-
babilité qu’il ait grimpé le premier jour?

3.7.51 La couleur des yeux d’une personne est déterminée par une unique paire de

geénes. 51 les deux sont des génes yeux bleus, la personne aura les yeux bleus; si les

deux sont des génes yeux marrons, la personne aura les yeux marrons; si I'un est un

géne ceil bleu et I'autre un gene il marron, la personne aura les yeux marrons. (A

cause du fait que le géne @il marron est dominant par rapport au géne il bleu.) Un

nouveau-né regoit indépendamment un géne @il de chacun de ses parents et le géne

qu’il regoit d'un de ses parents a autant de chances d'étre I’un des deux génes il de

ce parent. Supposons que Smith et ses deux parents ont les yeux marrons, mais que la

sceur de Smith a les yeux blens.

a) Quelle est la probabilité que Smith ait un géne il blen?

Supposons que la femme de Smith a les yeux bieus.

b) Quelie est la probabilité que leur premier enfant ait les yeux bleus?

¢) Sileur premier etifant a les yeux marrons, quelle est la probabilité que leur pro-
chain enfant ait aussi les yeux marrons?
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3.7.52 Barbara et Dianne vont faire du tir. Supposons que chaque tir de Barbara
touche la cible avec une probabilité p, tandis que chaque tir de Dianne la touche avec
une probabilité p;. Supposons qu’elles tirent ensemble sur la méme cible. Si la cible
est touchée, quelle est la probabilité que

a) les deux tirs I’ aient touchée?

b) Barbara I’ ait touchée?

Quelie hypothese d’indépendance avez-vous faite?

37,53 A et B se battent en duel. Les régles du duel sont les suivantes. Iis ramassent

leur pistolet et se tirent dessus simultanément. Si I'un ou 1'avtre est touché, le duel est

fini. Si les deux tirs sont manqués, ils répient le processus. Supposons que les

résultats des tirs sont indépendants, que chaque tir de A touche B avec une probabilité

Pa et que chague tir de B touche A avec une probabilité py. Quelle est

a) la probabilité que A ne soit pas touché;

b) la probabilité que les deux duellistes soient touchés;

¢) la probabilité que le duel s'arréte aprés le n-iéme tir;

d) la probabilité conditionnelle que le duel s’arréte aprés le n-iéme tir sachant que A
n’est pas touché;

e) ia probabilité conditionnelle que le duel s’arréte apres le n-ieme tir sachant que les
deux duellistes sont touchés?

31.7.54 Une question «vrai ou faux» est posée i un couple lors d'un jeu. Le mari et la

femme donnerent, indépendamment, la bonne réponse avec une probabilité p. Parmi

les deux stratégies suivantes, quelle est la meilleure pour le couple?

a) Choisir I'un d’eux et le laisser répondre A la question; ou

b) Considérer la question tous les deux et alors soit donner la réponse commune 8’ils
sont d’accord, soit, s’ils ne sont pas d’accord, lancer une piéce pour déterminer la
réponse i donner.

3.7.55 Dans le probléme 54, si p = .6 et que le couple utilise la stratégie de la partie
b), quelle est la probabilité conditionnelle que le couple donne la bonne réponse s’ils
a) sont d’accord;

b) ne sont pas 4’ accord?

3.7.56 M. Jones a élaboré une stratégie pour gagner i la roulette: il ne mise que sur
rouge et seulement si les dix numéros sortis précédemment ont été noirs. Etant donné
la rareté des séquences de |1 numéros noirs, il pense que ses chances de gagner sont
grandes. Que pensez-vous de sa stratégie?

3.7.57 On dit qu'un systéeme mécanique est un systeéme & sur # s’il faut et suffit que
k des n composants du systéme soient fonctionnels pour que le systéme entier le soit.
On admettra que les composants travaillent indépendamment les uns des autres. On
désigne par P, la probabilité que le i-éme composant soit opérationnel.

« Calculer la probabilité qu'un systéme 2 sur 4 fonctionne;

+ méme question pour un systéme 3 sur §;

* méme question pour un systéme K surnou P; = p, Vi = 1,2,....n
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3.7.58 Dans les schémas qui suivent la probabilité que le relais i soit fermé est p;,
i=1,2,3,4,5. Les relais fonctionnent indépendamment les uns des autres. Quel est,
dans ce cas, la probabilité que le courant passe entre A et B?

—

A —— B
PR

4

T

Conditionner sur le fait que le relais 3 est fermé ou non.

3.7.5%9 Un organisme possede 5 paires de génes; dans chaque paire, les deux génes sont
presque identiques, aussi les désigne-t-on les deux par la méme lettre, prise parmi les
cingq premiéres de "alphabet. Les deux formes possibles de chaque géne ne seront
distinguées que par le détai! suivant: le géne dominant sera écrit en majuscule, le géne
récessif en minuscule. Un géne X est dit dominant si, lorsqu'un organisme posséde
la paire xX, son apparence extérieure est commandée par X. Par exemple, si X
commande la couleur brune pour les yeux et x la couleur bleue, une personne ayant
XX ou Xx aura les yeux bruns, tandis que seule une personne portant xx aura les yeux
bleus. L’apparence extérieure est qualifiée de phénotype, tandis que la configuration
genétique est dite génotype. Ainsi deux organismes porteurs des génotypes a4, bB,
ce, dD, ee et AA, BB, cc, DD, ee sont pourtant du méme phénotype.

Lors de I'accouplement de deux individus, chacun apporte, au hasard, un géne
d’un certain type parmi les deux qu’il posséde. Les cing contributions d’un organisme
du genre considéré sont indépendantes entre elles et indépendantes de celles de son
partenaire. Consécutivement & l'accouplement de deux organismes de génotypes ad,
b8, ¢C,dD, eE et aa, bB, cc, Dd, ee, quelle est la probabilité que leur progéniture soit
(1) phénotypiquement et (2) génotypiquement identique
+ au premier parent;

» au second;
¢ i l'un des deux parents;
* 4 aucun des deux parents.

3.7.60 La reine porte le géne de I'hémophilie avec une probabilité de 0,5. Si elle est
porteuse, chague prince aura une chance sur deux de souffrir de cette maladie. La
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reine a eu trois fils non hémophiles. Quelle est la probabilité qu'etle soit porteuse du
géne? il nait un quatriéme prince, avec quelle probabilité sera-t-il héemophile?

3.7.61 Le 30 septembre 1982 au matin, les scores des trois meilleures équipes de
baseball de la diviston occidentale de la Ligue Nationale des Etats-Unis étaient les
suivants:

Equipe Victoires  Défaites
Atlanta Braves 87 72
San Francisco Giants 86 73
Los Angeles Dodgers 86 73

Chaque équipe doit encore disputer 3 parties. Les Giants doivent jouer leurs trois
parties contre les Dodgers, tandis que les Braves joueront les leurs contre les Padres
de San Diego. On admettra que les résultats de ces jeux sont indépendants et que
toutes les équipes ont la méme probabilité de gagner. Quelle est la probabilité pour
chacune de ces trois équipes d’emporter la premiére place de la division? Si deux
équipes se retrouvent 4 égalité pour cette place, elles disputent une unigue partie qui
les départagera, chacune ayant une chance sur deux de la gagner.

3.7.62 Leconseil municipal d’une ville, composé de 7 membres, comprend un comité
directeur de 3 membres. Un projet de loi est d’abord examiné par le comité directeur,
puis par le conseil complet si au moins deux des trois membres du comité 1'ont
approuvé. Devant le conseil complet, te projet de loi doit étre approuvé 4 la majorité
{au moins 4 voix) pour prendre force de loi. On considére un projet et admet que
chaque conseiller s’exprimera indépendamment des autres et en faveur du projet avec
une probabilité p, Quelle est la probabilité que le choix d'un membre du comité
directeur soit décisil, ce qui signifie gue si ce membre change d’avis, le sort du projet
change aussi? Qu'en est-il pour le choix d'un conseiller ne siégeant pas au comité
directeur?

3.7.63 On admet que le sexe du dernier enfant d’un couple est indépendant de celui
des autres enfants de la famille et qu'il y a autant de chances d’étre masculin que
féminin. Calculer, pour un couple ayant 5 enfants, les probabilités des événements
suivants:

a) tous les enfants sont du méme sexe;

b) les trois ainés sont des gar¢ons, les deux autres des filles;

c) il y a exactement 3 garcons;

d} les deux ainés sont des gargons;

e) il y a au moins une fille.

3.7.64 La probabilité de gagner lors du jet d’un seul dé est p. Le joveur A commence,
puis passe le dé 4 B ¢'il n’a pas gagné. 8 joue a son tour et rend le dé & A4 si lui non
plus n'a pas gagné. Les deux joueurs alternent ainst tant qu’aucun n’a encore gagneé.
Quelles sont leurs probabilités de victoire respectives? Que devient ce résultat
lorsqu’on admet & joueurs?
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3.7.65 Mémes questions que dans le probléme 3.7.64 en admettant cependant que A
gagne avec probabilité P, tandis que cette probabilité est P, pour B.

3.7.66 Chacun des trois joueurs lancent une pidce simultanément. La pi¢ce lancée par
A, respectivement (B) et [C] montre pile avec probabilité Py, (P,), [P,). Si T'un des
joueurs obtient un résultat différent de celui commun aux deux autres, il est exclu,
Si personne n'est exclu, le jeu recommence jusqu'a ce qu'enfin quelqu’un le soit.
Quelle est la probabilité que ce soit A4 qui se voie exclure?

3.7.67 Dans une expérience donnée, les événements E et F sont mutuellement exclu-
sifs. Montrer que lors d'une suite d’épreuves indépendantes basée sur cette expérience,
E apparaitra avant F avec probabilite P(E)/[P(E) + P(F)].

3.7.68 Une ligne est tracée sur le sol et deux joueurs jettent leur piece dans sa direc-
tion. Celui qui parvient le plus prés gagne un sou de la part de 'avtre. Le joueur A
débute avec 3 sous contre 7 au joueur B. Quelle est la probabilité que A finisse avec
tous les sous si aucun n'est plus habile que 1'autre? Qu’en serait-il si A était un joueur
plus adroit gagnant 6 fois sur 10?7

3.7.69 Quelle est la probabilité d’obtenir deux sommes de7 avant que n'apparaissent
6 nombres pairs lorsquon jette plusieurs lois une paire de dés équilibrés?

3.7.76 On considére 2" joueurs, tous de la méme force, que I’on organise en paires
tirées au hasard. A lissue du premier tour de jeu, on compose 4 nouveau des paires
au hasard avec les 2" ' gagnants, et ainsi de suite, jusqu’a ce qu'il n’en reste qu’un.
Considérons deux participants donnés, 4 et B, ainsi que les événements 4, et E définis
comme suit:

A;: «4 joue exactement § fois», i = 1, 2,..., A,
E: «A et B ne jouent jamais I'un contre I"autre».
Trouver:

ay P(4), i = 1.

b) P{E).

c) On pose P, = P(E). Mentrer que

1 2" -2 /1)\?
Po=——+—=(=] P.
2"—1 2 -1(2) !

et utiliser ce dernier résultat pour vérifier la réponse donnée en b).

Pour ce faire, trouver P(£) en conditionnant sur I'événement A;, i = 1,..., n qui se
produit. Pour simplifier votre réponse, utiliser 1’identité algébrique

gl ="+ (= 1x"
4 =

i=1 (1- Jt‘)2

Pour résoudre ce probléme selon une autre approche, noter qu’il y a un total de 2% - |
matchs joués.
d} Expliquer pourquoi 2% — 1 matchs sont joués au total.
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Numéroter ces matchs et soit B; 1'événement que A et B jouent I'un contre I"autre au i-
iéme match, i=1,...,2" - L.

e) Quelle est P(B,)?

f) Utiliser la question e) pour trouver P(E).

3.7.711 Un spéculateur travaillant sur le marché boursier posséde des actions cotées
25. 1l a décidé de vendre ses titres si la cote tombe a 10 ou monte au-dela de 40. Les
variations de prix de I'action sont de 1 point, avec probabilité 0,55 vers le haut et 0,45
vers le bas. Ces variations dans le temps sont indépendantes. Quelle est la probabilité
que cet investisseur fasse une bonne affaire?

3.7.72 Deux joueurs A et B jettent une piece. A commence et continue jusqu’a
I'apparition d'un face. B prend alors la place de A et continue également jusqu’a
obtenir face, et ainsi de suite. Désignons par P, la probabilité d’obtenir pile pour A,
cette probabilité devenant P, pour B. Le gagnant du jeu est, dans quatre versions
différentes, le premier qui obtiendra

a) deux piles de suite

b) un total de deux piles

¢} trois piles de suite

d) un total de 3 piles.

Dans chaque version donner la probabilité que 4 soit le gagnant.

3.7.73 Un dé A a quatre faces rouges et deux blanches, tandis qu’un dé B en a deux

rouges et quatre blanches. Une piéce équilibrée est lancée une fois. Si pile sort, le jeu

continue avec le dé 4, tandis que si c’est face, on utilise B.

a) Montrer que la probabilité qu’une face rouge apparaisse est %

b) Si les deux premiers jets de dé donnent rouge, guelle est la probabilité que le 3éme
en fasse autant? '

c) Si les deux premiers jets donnent rouge, queile est la probabilité que 1'on soit en
train d’utiliser le dé 4?

3.7.74 Dans une urne, on dispose 12 boules dont 4 sont blanches. Les trois joueurs
A, B, et C tirent dans I'ordre une boule chacun, puis 4 recommence et ainsi de suite.

Le pagnant est le premier a tirer une boule blanche. Trouver la probabilité pour
chaque jeueur de gagner dans les deux cas suivants: avec remise, sans remise.

3.7.75 Refaire le probl2me 3.7.74 lorsqu’il y a trois urnes de 12 boules zu lieu d’une,
chaque joueur tirant toujours dans la méme.

3.7.76 Soit § = {1, 2...., n} et supposer que A et B ont, indépendamment, autant de
chance d’étre I'un des 2% sous-ensembles de § (comprenant I’ensemble vide et § lui-

méme). Montrer que 3\
P{Ac B} = (—)
4
Pour cela, soit N(B) le nombre d’éléments dans B. Utiliser

Plac BY= SP{acBINB =i}P{N®B) =i}
i=0
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3.7.77 On se place dans la situation de ’exemple 3.31. Quelle est la probabilité que
la i-éme piéce ait été choisie, sachant que les # premiéres épreuves ont toutes donné
pile?

3.7.78 Dans le cas de la loi de succession de Laplace, exemple 3.31, peut-on dire que
les résultats des différents jets sont indépendants? Expliquer votre réponse.

3.7.7% Un tribunal de 3 juges déclareun individu coupable lorsque deux au moins des
trois juges estiment que cette decision est fondée. On admettra que si I'accusé est
effectivement coupable, chaque juge se prononcera dans ce sens avec probabilité 0,7,
ceci indépendamment des 2 autres. Cette probabilité tombe a 0,2 dans le cas ol
["accusé est innocent. 70% des accusés sont coupables. Caiculer Ia probabilité que le
juge n® 3 vote coupable dans chacune des situations suivantes:

« les juges 1 et 2 I'ont fait;

+ les juges | et 2 sont partagés;

» les juges 1 et 2 votent tous deux non coupable.

On désigne par E, i = 1, 2, 3 I'événement «le juge i vote coupablen. Ces événements
sont-ils indépendants? Conditionnellement indépendants? Expliquer votre position.



CHAPITRE 4

Variables aléatoires

4.1 VARIABLES ALEATOIRES
4.1.1 Définition

Aprés avoir réalisé une expérience, il arrive bien souvent qu’on s'intéresse plus a
une fonction du résultat qu’au résultat lui-méme. Expliquons ceci au moyen des
exemples suivants: lorsqu’on joue aux dés, certains jeux accordent de I'importance a
la somme obtenue sur deux dés, 7 par exemple, plutdt qu'a la question de savoir si
C’est la paire (1,6) qui est apparue, ou {2,5), (3.4), (4,3), (5,2) ou plutét (6,1). Dans

- le cas du jet d’une piéce, il peut étre plus intéressant de connaitre te nombre de fois
ol pile est apparu plutdt que la séquence détaillée des piles et faces. Ces grandeurs
auxquelles on s’intéresse sont en fait des fonctions réelles définies sur I'ensemble
fondamental et sont appelées variables aléatoires.

Du fait que la valeur d'une variable aléatoire est déterminée par le résultat de
I’expérience, il est possible d’attribuer une probabilité aux différentes valeurs que la
variable aléatoire peut prendre.

4.1.2 Exemples de variables aléatoires

Exemple 4.1 Notre expérience consiste a jeter trois piéces équilibrées. Si I'on désigne
le nombre de piles par ¥, ¥ est une variable aléatoire et peut prendre les valeurs 0,
1, 2, 3 avec pour probabilité respectivement

P{Y =0y = P{(P,P,P)} =}
P{Y =1} = P{(P. P, F),(P, F, P).(F. P, P)} = 3
P{Y =2} = PP, F.F).(F. P, F),(F. F, P)}} = 3
PlY =3} = PUF, F. F)) =1
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Du fait que Y doit nécessairement prendre ['une des valeurs 0. 1. 2, 3 on aura
3 3
1 =P(U{Y=i}) =¥ PlY =i}
=0 imo)
ce qui st évidemment confirmé par les probabilités calculées ci-dessus. a
Exemple 4.2 D’une urne contenant 20 boules numeérotées de | 4 20, on tire sans

remplacement 3 des boules. Quelqu'un parie qu’au moins une des boules tirées
portera un numéro égal ou supérieur a 17. Quelle est la probabilité gu'il gagne ?

SOLUTION. Disons que X représente le plus grand numéro tiré. X est une variable
aléatoire pouvant prendre les valeurs 3, 4...., 19 ou 20. En supposant que les (%) tirages
sont tous équiprobables, on a:
()
2

(5)
3
L’équation (4.1) s’explique par le fait que I'événement {X = i} correspond au tirage

de la boule i et de deux des boules portant les numéres 1 a7 — 1. Oril y a clairement
(D('3") de ces tirages, d'ou le résultat. Grace a cette équation on peut calculer

(2)

PiX =i}= =3,...,20 (4.1)

3
P{X_ZO}_(EE)-_E_'ISO
3
(%)
2 51 .
PiX=19}= (20) ~ 380" 134
3
(%)
2 34
P{X = ]8}—'(50—)*—%—.119
3
(2)
2 2
= =_—_——= = 5
Px =17 (20) T
3
Or, X = 7} est la réunion disjointe des événements {X = it 7 = 17, 1§, 19, 20. La

probabilité de gagner le pari est donc

PtX =17} =105+ 119+ 134 + 150 = .508 ™
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Exemple 4.3 On répte le jet d’une piéce jusqu’a ce que face apparaisse, mais au plus
n fois. Les jets sont indépendants et face apparait avec probabilité p. X désigne le
nombre de jets réalisés jusqu’a I'arrét de Fexpérience. Cest donc une variable aléatoire
et elle prendra les valeurs 1, 2, 3...., » avec les probabilités respectives suivantes:

PlX=1}=PiFi=p
PiX=2=P{P.F=(-pp
PiX =3} = PP, P,F}} = (1 — p¥p

P(X=n—1}=P{P.P...., P, F)} =(1—-p)"p

n-2
P{X=n}=P{(P. Pv---» P$ I’)’{Ps Ro-os P&ﬂ}={1_p)"_l
n-—1 n-—1

A titre de vérification, ou remarquera que

P(Ox=n)=-f rx=a
im] i=1
=T - (-
1 - (1 — p)"-l _ n-1
[ 1-(1~p) ]“' P
S 1-(-py T+ (-

Exemple 4.4 D’une urne contenant 3 boules blanches, 3 rouges et 5 noires, on tire
3 boules. Supposons que I'on regoive | franc pour chaque boule blanche tirée et que
I’on doive au contraire payer | franc pour toute boule rouge. On désigne le bénéfice
net laissé par le tirage par X. X est une variable aléatoire pouvant prendre les valeurs
0, +1, +2, +3 avec pour probabilités respectives

e 000 s

m
00-C0)_»

PIX=1}=PX=-1}= (“ 165
y
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GG s

P{X=2}=P{X=—2}=-—("H)“‘=E§
3

1
P{X =3} —P{X—--3}-—(“) =165
3
Pour expliquer comment on obtient ces probabilités, prenons le cas X' = 0. On
remarque qu’il faut pour cela tirer uniquement des boules noires ou autrement une

boule de chaque couleur. Pour X = 1 il faudra tirer 1 boule blanche et 2 noires ou
2 blanches et | rouge. A titre de vérification, on peut s’assurer que

3 3 5+439+15+1+39+15+1
T PX=i}+ ¥ PX= —i} =2 -1
=0 i=1 165
La probabilité de gagner de 'argent est
3 . 55 _ 1 ]
L X =i}=16=3

Exemple 4.5 On collectionne des coupons. Il y a N sortes de coupons et lorsqu’on
en obtient un, il a autant de chances d’étre d’une sorte plutdét que d’une autre,
indépendamment de ceux qu’'on a pu se procurer auparavant. La variable aléatoire
T qui nous intéresse est celle qui compte le nombre de coupons qu'il est nécessaire
de réunir pour obtenir une collection compléte comprenant au moins un coupon de
chaque type. Mais plutdt que de calculer P{T = n} directement, commengons par
calculer 1a probabilité que T soit plus grand que n. Pour cela, on fixe # et on définit
les événements suivants: A; est «le type j n’est pas représenté parmi les » premiers
coupons rassembiés», j = 1, 2,..., N. Alors,

N
P{T > n} = P(Q A,)
=ZP(A)- LT P(A;a0 +-

hi=f2
+(~1)*"' T T PAAL - A

HES S

+(—)Y'PAAL - AR

Or, A, ne se produira que si chacun des # coupons n'est pas du type /. Comme cette
probabilité est (N — 1)/N pour chaque coupon, notre hypothése d'indépendance sur
les types obtenus successivement nous permet d’écrire

Py (")
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Par ailleurs, I'événement A, j, e se produira que si aucun des » premiers coupons

n'est du type j, ni du type j,. La méme hypothése d’indépendance permet d’écrire

Le méme raisonnement donne

P4, - 4 = ()

et on voit que, pour m>10,
= - (5 ()
e (M)

-5 (V)% o “

La probabilité que T soit égale 4 n peut maintenant étre déduite de ce qui précéde
du fait que

PIT>n—~1}=P{T=n}+P{T>n)

ou, de fagon équivalente,

PiT=n}y=P{T>n—-1}-P{T>n}

Une autre variable aléatoire qui nous intéresse est le nombre de types représentés
dans les # premiers coupons rassemblés. Appelons-la D,. Pour calculer P{D, = k},
considérons d’abord un jeu bien particulier de & types et déterminons la probabilité
que ce jeu soit celui des types représentés dans les » premiers coupons. Pour que cela
soit le cas, il est nécessaire et suffisant que ces coupons vérifient les deux conditions
suivantes:

A: chacun des coupons appartient a 'un des k types fixés

B: chacun de ces k types est représenteé.

Or, un nouveau coupon sera de 'un de ces & types avec probabilité k/N et de ce fait
P(A4)} = (k/N)". Par ailleurs, si I'on sait qu'un coupon est de 'un de ces & types, il
est facile de voir qu'il a autant de chances d'étre de n'importe lequel de ces & types.
Aussi la probabilité que B soit vrai, sachant que A4 I'est, est-elle simpiement la
probabilité de I'événement suivant: «un groupe de » coupons contient un jeu complet
des k types», chaque coupon pouvant étre de n'importe quel type avec la méme
probabilité. Mais ceci n’est autre que la probabilité qu'il faille # coupons au moins
pour former un jeu complet de & types, calculée dans (4.2) & condition de substituer
k 3 N. Aussi avons-nous
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- (8)

o E (5

f=]

Finalement, comme il y a () choix possibles du jeu de k types initialement consideéré,
on obtient

P{D, = k}= (I:)P(AB)

M@ T-2O6 ]

4.2 FONCTIONS DE REPARTITION
4,2.1 Définition

La fonction de répartition F d’une variable aléatoire X est définie pour tout
nombre réel b, —oo < b < w0, par

F(b) = P{X < b}

En d’autres termes, F(b) est la probabilité que la variable aléatoire X prenne une
valeur inférieure ou égale i 5.

4,2.2 Propriétés des fonctions de répartition

Voici quelques propriétés de ces fonctions:
+ Fest une fonction non décroissante; autrement dit si ¢ < b, alors F(a) < F(b),

o lim F{b) = 1,

bz

e lim Fib) =0,

b -
s Fest continue a droite, ¢'est-d-dire que, quel que soit b et quelle que soit une suite

décroissante b,, n = 1 convergeant vers b, on a lim F(b,) = F(b).

A=

La premiére propriéié repose sur le fait que sig < b, 'événement {X" < aj est inclus
dans {X < b}; la probabilite du premier est donc nécessairement plus petite que celle
du second. Quant aux propriétés suivantes, elles résultent toutes de la propriété de
continuité des probabilités (section 2.6).
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Pour démontrer la deuxiéme propriété, on remarquera que si b, tend vers linfini,
les événements {X < &,), » = | sont croissants emboités et que leur union est
{X < oo} Par conséquent, en application de la propriété de continuité mentionnée

lim P{X = b,} = P[X <o} =1

L -]

ce qui établit la deuxiéme propriété.

La démonstration de ia troisiéme propriété étant similaire, elle est laissée en
exercice au lecteur. Quant 3 celle de la quatriéme propriété, on part d’une suite {5,}
convergeant vers b et décroissante. {X, < 4,}, # 2 1 est une suite emboitée décrois-
sante d’événements dont Uintersection est {X¥ < b}. Toujours par continuité

lim P{X = b,} = P{X = b}

ce qui établit la quatriéme propriété.

4.2.3 Fonction de répartition et probabilités sur X

Tous les calculs de probabilité concernant X peuvent étre traités en termes de
fonction de répartition. Par exemple,

Pla < X = b} = F(b) — F(a) pour tout a<b 4.3)

On peut s'en rendre mieux compte en écrivant {X < b} comme union des deux
événements mutuellement exclusifs {X < a} et {a < X < b}, soit

(X=p}={X=salufa<X =b}
et ainsi

PIX =bl=P{X =a}+Pla<X=b}
ce qui établit (4.3).

Pour obtenir P{X < b} on peut écrire, en utilisant encore une fois la propriété de
continuité

PiX < b}=P(m[x£ b—%})

n+x

= lim F(b—l)
n—soo n

On remarquera que P{X < b} n’est pas nécessairement égal A F(#) puisque cette valeur
comprend également la probabilité P{X = b).

1
= lim P(Xﬁb—-—)
H
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4.2.4 Exemple de fonction de répartition

Exemple 4.6 La fonction de répartition de la variable aléatoire X est donnée par

(0 x<o0
g 0=x<1
2
F(x)=*§ 1=sx<2
11
— 2=x<3
12 g
B 3=x
La figure 4.1 représente son graphe.
Fix)
a[ —
iR -~
2
2] -
1L
/ L L x

I 2 3
Fig. 4.1
Calculer a) P{X < 3} by P{X = 1}
c) PIX > %} d) P{2 < X <€ 4).
SOLUTION,
, 1 . 1 11
a) P{X€3}=llmP{X53-—‘}=IlmF(3—-—)=——
n n n " 12
b) PIX=11=PX=1}-PX <1}
wF(l)—llan(l n) =37327%



Variables aléatoires £23

1 1
) P{X>E}-1—P{Xs§]
1y 3
-I‘F(i)-z
d) P2< X =4}=F(4)- F(2)
-1 »
12

4.3 VARIABLES ALEATOIRES DISCRETES
4.3.1 Définition, loi de probabilité

Une variable aléatoire ne pouvant prendre qu'une quantité dénombrable de va-
leurs est dite discréte. Pour une telle variable aléatoire X, on définit sa lof de probabilité

p par
pla) = P{X = a}

Cette loi de probabilité ne peut &tre positive que pour un ensemble au plus dénombra-
ble d’arguments. En d’autres termes, si X peut prendre les valeurs x|, x;,..., alors

plx)=0 i=1,2,...
p(x) =10 pour toutes les autres valeurs de x

Du fait que X doit bien prendre I'une de ces valeurs x;, on aura

T p(x) =1

1l est souvent instructif de représenter la fonction de densité de probabilité sur un
graphique, en reportant p(x;) sur I'axe des p et x; sur I'axe des x. A titre d'illustration,
la loi de probabilité suivante est représentée 3 la figure 4.2:

p(0) =% plly=3 p2)=}

La figure 4.3 représente le graphe de la loi de probabilité d'une variable aléatoire
comptant la somme des nombres obtenus lors du jet de deux dés équilibrés.
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px)

I+

]

E '“

1

4

o 1 2 §
Figure 4.2
pLY
kil

o

-

Figure 4.3

Exemple 4.7 La loi de probabilité d'une variable aléatoire X est donnée par
pli) = A, i = 0,1, 2,..., ol A est un réel positil. Trouver

a) P{X = 0

by P{X > 2.

o
SOLUTION. Puisque } p(i) = 1, nous avons que
=0

A
—=1

i
ioi!

™~z

C

ce qui implique, puisque e* = ¥ x'/i!, que
i=0a

A
ce” =1 ou c=e
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Donc
@ PX=0=e"A%01=¢"

(b) P(X>2}=1-PX=2}=1-P{X=0}-P{X=1}-P{X =2}

e
— Ae_a —
2

A

=1—-e

4.3.2 Fonction de répartition d’une variable aléatoire discréte

125

On peut exprimer la fonction de répartition F d'une variable aléatoire discréte en

fonction des valeurs prises par sa loi de probabilité p:

Flay = X p(x)

Ly

Dans le cas précis ot les valeurs possibles de la variable aléatoire sont x,, x;, xy....,
avec x; < x, < Xy < ..., la fonction F de répartition est une fonction en escalier. Ses
valeurs seront constantes sur les intervalles [x;_ |, x;) et elle aura un saut de taille p(x,)
en x,, { = 1, 2,... Dans le cas par exemple d’une variable aléatoire X" dont la loi est

donnée par
py=i p2y=z pB)=5 pd=3

sa fonction de répartition sera

0 a<l1

H 1=a<?2
F(a) =11} 2=a<3

I 3=a<4

1 4=a

Le graphe de cette derniére est représenté a la figure 4.4.

Fia)
» -—

7

B[ —

ERS —

1

o
1 1 ] i a
| 2 3 4

Figure 4.4
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Le lecteur remarguera que la taille du saunt aux abscisses 1, 2, 3 et 4 est égale d la
probabilité que X prenne ces valeurs.

4.4 ESPERANCE

44,1 Définition et interprétation

L’espérance d'une variable aléatoire est I'un des concepts les plus importants en
théorie des probabilités. Pour une variable aléatoire discréte X de loi de probabilité
p(), on définit Uespérance de X, notée E[X), par 'expression

E[X]= } xp(x)

x:plx)=0

En termes concrets, 'espérance de X est la moyenne pondérée des valeurs que X peut
prendre, les poids étant les probabilités que ces valeurs soient prises. Si, par exemple,
la loi de probabilité de X est

p(0) =3=p(1)
alors
E[X]=0()+1(:) =3

n'est autre que la simple moyenne des deux valeurs 0 et 1 que X peut prendre. Si, par
contre,

pO) =5  p) =3

alors

E[X]1=00)+13) =3

sera la moyenne pondérée des deux valeurs possibles 0 et 1, la valeur 1 recevant un
poids deux fois plus important que la valeur 0; ceci s’explique du fait que p{1) = 2p(0).

On peut trouver une autre origine de la définition de I'espérance dans Uinterpréta-
tion des probabilités comme mesures de fréquences relatives. Aux termes de cette
interprétation (partiellement &tayée par la loi forte des grands nombres qui sera
présentée au chapitre 8), la proportion du nombre d’apparitions d’un résultat E dans
une séquence infiniment longue d’expériences identiques est P(E). Imaginons mainte-
nant qu'une variable aléatoire X" prenne les valeurs x|, x,,..., X, avec probabilités
respectives p(x,), p(x,),..., p(x,). On admettra que X représente des gains nets lors d’'un
Jeu. Le joueur gagnera donc la somme x, avec probabilité p(x,). i = 1, 2,..., n. Selon
I"hypothése de I'interprétation discutée ici, au bout d’un nombre infiniment grand de
parties, le joueur aura gagné x; sur une proportion p(x;) de I'ensemble des tirages. Ceci
étant vrai pour tout i, f = 1, 2,..., n, le gain moyen par jeu sera

3 wp(x) = EIX]
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4.4.2 Exemples d’espérances de variables discrétes

Exemple 4.8 On cherche 'espérance E[X] de la variable X, résultat du lancer d’un
dé équilibré.

soLUTION. Comme p(1) = p(2) = p(3) = p(4) = p(5) = p(6) = {, on aura
E[X]= 1(s) +2() + 3() +4(3) + 5 + 6() =3 »
Exemple 4.9 7 est une variable indicatrice pour I'événement 4 si

[= 1 si A se produit
10 si AS se produit

Trouver E{J].
soLuTioN. Puisque p(1) = P{A},p(0)=1- P{A},ona
Ell] = P{A)

Ceci signifie que |'espérance de la variable indicatrice pour I'événement A est égale A

la probabilité que A se produise.
]

Exemple 4.10 On pose deux questions au participant d’un jeu télévisé. Il peut choisir
Iordre dans lequel il va répondre 4 ces questions, numérotées 1 et 2. §%il répond juste
a la premiére, il est autorisé 4 continuer avec la seconde, sinon il doit s’arréter. 11
recevra V, francs pour une bonne réponse a la question I, { = 1, 2. Par exemple, s'il
répond aux deux questions, il gagnera V', + V, francs. Supposons qu’il connaisse la
probabilite P, i = I, 2, avec laquelle il répondra juste i la question i. A quelle
question doit-il répondre d’abord pour maximiser son gain prospectif? On admet que
les deux questions sont indépendantes.

soLuTION. §'il commence par la question 1, ses gains seront
0 avec probabilité 1| — P,
v, avec probabilité P,(1 — P,)
V, + V, avec probabilit¢ P| P,

Son gain moyen sera donc

ViP(1 - P2) + (Vl + V‘Z)PIP2
Si, par contre, il commence avec la question 2, le gain moyen devient

VoPy(1 = P+ (V + V)P P,
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Il est alors préférable de commencer par la question | si
ViPi{(1 — Py) = V,Py(1 — Py}
ce qui équivaut a

ViPL_ VP,
l_Pl_l"“Pz

A titre d'illustration, prenons le cas o il a 60 chances sur 100 de répondre juste &
la question 1, qui lui rapporie 200 francs, contre 80 chances sur 100 pour la question
2 qui ne lui rapporte que 100 francs en cas de réponse correcte. Il doit ici répondre
d'abord i la question 2 car

(20006} __ (10ME)
P T < = 4{{) ]
14 300 {2

4.4.3 Analogie avec une notion de mécanique

Le concept despérance est & rapprocher de la notion de centre de graviré d'un
groupe de masses, au sens de la mécanique. Considérons en effet une variable X de
ioi de probabilité P(x,), i = 1. On sait que si des masses P(x;), { = | sont réparties
sur une barre sans poids aux abscisses x,, 2 1, le point sur lequel la barre pourra
éire posée et rester en équilibre est appelé centre de gravité (figure 4.5). 1l est facile
de voir, pour les lecteurs ayant quelques connaissances élémentaires en statique, que
I’abscisse du centre de gravité est E[X] .

a [ B [ ) ®

-1 0 t 2

P-ly= 10, PO=.25, P)1=230, P(=.35
centre de gravité: 0.9

Figure 4.5

4.5 ESPERANCE D’UNE FONCTION D'UNE VARIABLE ALEATOIRE

4.5.1 Premiére approche

Considérons une variable aléatoire discréte X et sa distribution; il arrive qu’on
cherche a calculer I’espérance d’une fonction de X, disons g(X). Comment peut-on s’y
prendre? Un moyen est de remarquer que g(X) étant une variable aléatoire discréte

! Pour le montrer, il sullit d*établir que la somme des moments des forces gravitationnelles par
rapport au point d’abscisse E[X] est 0. En d’autres t¢rmes, il suffit de montrer que

0 = E (x, — E[X]) P(x,), ce qui est immédiat.
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elle aussi, elle doit avoir une distribution que 1’on devrait pouvoir déduire de celle de
X. 8i on a pu déterminer la distribution de g(X), il suffit d’appliquer la définition de
I’espérance pour obtenir E[g(X)].

Exemple 4.11 Soit X une variable aléatoire qui prend une des trois valeurs -1, 0, 1
avec les probabilités respectives

P{X=-1}=.2, P{X=0}=.35 PlX=1}=.3
Calculer E[Xz].

SOLUTION. Soit ¥ = X?. La distribution de Y est donnée par

Ply=1}=pP{x=-1}+P{x=1}=5
p{y=0}=P{X=0}=15

Donc

E[x*]= E{r]=1(5)+0(5)=5

Le lecteur remarquera que

5= E[x*]# (E[x])" =.01 »

4.5.2 Théoréme de calcul

Bien que la procédure précédente permette toujours de calculer 1'espérance de
n’importe quelle fonction de X si on connait la distribution de X, il existe une autre
fagon de voir E[g(X)]. En effet, en notant que g(X) vaut g(x) lorsque X vaut x, il est
raisonnable de penser que E[g(X)] puisse &tre la moyenne pondérée des valeurs g(x),
avec g(x) pondérée par la probabilité que X €gale x. Done, on obtient intuitivement le
résultat suivant:

Théoréme 4.1

Si X est une variable aléatoire discréte pouvant prendre ses valeurs parmi les
valeurs x;, i 2 1, avec des probabilités respectives p(x;), alors pour toute fonction
réelle g on aura

Ee(x)]= 'ZS(-‘.' )p(x;)

Avant de donner la démonstration de ce théoréme, vérifions rapidement que son
application & Vexemple 4.11 confirme bien les résultats trouvés, L application du
théoréme a cet exemple donne
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E[X*]= (-1)(2)+0*(5) +1°(3)
=1(.2 +.3)+0(.5)
=.5
ce qui correspond au résultat obtenu dans I'exemple 4.11.
DEMONSTRATION. La preuve du théordme 4.1 s’effectue, comme dans la vérification
précédente, en groupant dans ):g(x ) p(x ) tous les termes ayant la méme valeur de

2(x,). Spécifiquement, supposons que ¥, J 2 1, représente les différentes valeurs de
glx), i 2 1. Alors, en groupant tous les g(x) ayant la méme valeur, on obtient

Zg(x)p(x) E % g(x)plx)

i,
=Xy I plx)

! gl )=y,
= %yjp{g(}f) = )’j}
= E[g(x)} »

4.5.3 Exemple de calcul d’espérance de fonction de variable aléatoire

Exempled4.12 Un produit de saison rapporte un bénéfice net de 4 francs par unité
vendue mais, inversement, chaque unité invendue a la fin de la saison engendre une
perte de d [rancs. Le nombre X d'unités commandées auprés d'un certain magasin au
cours des saisons de vente successives suit une foi de probabilité p( - } & valeurs non
négatives. On admet que le magasin doit avoir constitué tout son stock avant la
saison. Quelle doit étre 1a taille de ce stock si I'on veut maximiser le résultat net moyen
de I'opération?

SOLUTION. Désignons par s la taille du stock. Le résultat net sera noté P(s) et son
expression est

P(s} =bX-(s-X)Wd siX=s
= sb siX > s

Le résultat moyen de I'opération sera donc

E[P(SJ]— [b!—(s—:)d]P(f)+ Z sbp(i)

i=3+1
= (b+d) zo ip(i) - sd _éﬂp(;’) + sb[l - __iop(l')]

=(b+d) T ipli) = (b+d)s T pli)+ sb
im( im()
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=sb+(b+d) § (i-9pli)

L]

Pour déterminer la valeur optimale de s, voyons comment varie notre profit lorsque
5 augmente d’une unité. Par substitution, on obtient:

E[P(s +1)]= b(s + 1) + (b +d) :f:;(f - s—1)p(i)

=b(s+1)+(b+d) 3 (i—s—1)pli)

Dou .
E[P(s+ 1})]- E[P(s)]= b - (b+d) EO p(d)

1l sera préferable de stocker s + 1 unités plutét que s tant que
3 - b 4 4
E P < — K
i=0 ) b+d (4.4)

Comme le membre de gauche de (4.4) est croissant pour s tandis que celui de droite
est constant, I'inégalité (4.4) sera satisfaite pour toutes les valeurs de s inférieures ou
égales & 5, o 5” est la plus grande des valeurs vérifiant encore (4.4). Ce qui donne

EIPO) < ... < E[P(s")) < EIPG" + 1)) > E[P(s* +2)] > ...

On constate que le stockage de s* + | unites conduira au résultat net moyen le plus
éleve. ]

4.5.4 Linéarité de I’espérance

Le théoréme suivant est une conséquence immédiate du théoréme 4.1:

Théoréme 4.2
Pour toute paire a, b de constanies, on peut écrire

ElaX + b] = aE[X]+ b

DEMONSTRATION,

ElaX + b]

Y (ax+ b)p(x)

x.p(xI=0

a Y apx)+b ¥ plx)

x:p{x)=Q xplx)=0

aE[X1+b .
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4.5.5 Autres moments & I’origine

L’espérance d’une variable X, notée E[X], est parfois nommée premier moment par
rapport a Porigine. La quantité E[X"], n = 1 est de maniére générale appelée n-iéme
moment de X par rapport & Povigine. DVaprés le théoréme 4.1, on peut calculer ainsi
ces moments:

E[X"]= T x"p(x)

x:pix)=0

4.6 VARIANCE
4.6.1 Introduction et définition

Une variable X et sa fonction F de répartition étant données, il serait pratique de
pouvoir résumer les propriétés de F en deux ou trois mesures bien choisies. L'espé-
rance E[X] est une teile mesure. Cependant, si E[X] nous donne une moyenne
pondérée des valeurs possibles de X, elle ne nous dit rien des variations de X autour
de Fespérance. On peut s’en rendre compte grice aux exemples suivants. Soit les
variables
W = 0 avec probabilité |
v ~1 avec probabilité 1

2

+1 avec probabilité %

— 100 avec probabilité %
+100  avec probabilité %

N
|

Si toutes ont la méme espérance — 4 savoir 0 —, il y a de bien plus grands écarts entre
les différentes valeurs de ¥ qu’entre celle de # (qui est constante) et de plus grands
écarts entre celles de Z quentre celles de ¥.

Comme on s’attend a voir toute variable X prendre ses valeurs autour de son
espérance E[X], il parait raisonnable de mesurer les vanations de X en considérant
Pécart moyen entre X et son espérance. Cela reviendrait & s'intéresser a la grandeur
E[|X — p]], cu p = E[X]. Techniquement, cependant, il n’est pas facile de manipuler
cette quantité, aussi lui préfére-t-on d’habitude espérance du carré de 'écart entre
X et son espérance. On appelle variance de X, que I'on note Var(X), la quantité

Var (X) = E[(X — u)’]

ou Y représente 'espérance de X.
On peul &tablir une autre formule pour le caicul de Var(X'} en procédant ainsi:

Var (X) = E[(X — n)°]
= E[X?-2uX + p?)
= E[X*] - E[2uX]+ E[¢"]
= E[X?] - 2uE[X]+ p°
= E[X?} -~ p?
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ce qui revient 4 écrire
Var (X) = E[X %] - (E[X))?

ou a dire que la variance de X peut étre calculée en soustrayant a l'espérance de X
le carré de I'espérance de X. Dans la pratique, cette méthode de calcul est en général
plus commode.

4.6.2 Exemple de calcul de variance

Exemple 4.13 On cherche Var(X) ot X est le nombre obtenu lors du jet d'un dé
équilibre.
SOLUTION. On a vu dans 'exemple 4.8 que E[X] = 1. De plus
E[X?)= I’(3) + 2°(3) + 3°() + 4°(}) + 5°G) + 6°())
= ()(91)

Et donc
Var (X)=%-()’=13 »

4.6.3 Propriété de la variance

Pour toute paire (a, #) de constantes, on peut établir I'tdentité suivante, fort utile:

Var (aX + b) = a* Var (X)

Pour démontrer ceci, on utilise le résultat du théoreme 4.2, A savoir que
ElaX + b] = a E[X] + b. Donc

Var(aX + b) = E[(aX + b - (aE[X]+ )]
= E[(aX - aE[X))’]
= E[a¥(X - E[X))?)
= a’E[(X ~ E[X))"]
= g* Var (X)

4.6.4 Interprétation grice & une analogie tirée de la mécanique
De méme que I’espérance avait été comparée au centre de gravité d’un ensemble

de masses, la variance peut étre rapprochée du concept mécanique de moment
d’inertie (par rapport a I’espérance).

4.6.5 Ecart-type

La racine carrée de Var(X) est appelée I'écart-type de X, qui se note 6. On a

o = fVar(X)
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Les variables aléatoires discrétes sont souvent réparties en catégories selon le type
de leur loi. Les sections suivantes présentent quelques-uns de ces types.

47 VARIABLE DE BERNOULLI ET VARIABLE BINOMIALE
4,71 Variable de Bernoulli

On réalise une expérience dont le résultat sera interprété soit comme un succes soit
comme un échec. On définit alors la variable aléatoire X en lui donnant la valeur |
lors d’un succés et 0 lors d’un échec. La loi de probabilité de X est alors

plO)=PX=0}=1-p
p=PX=1}=p 4.5

ou p est 1a probabilité d’un succés, 0 < p < 1.

Une variable aléatoire X est dite de Bernonlli (du nom du mathématicien suisse
Jacques Bernoulli) s'il existe un nombre p € (0,1) tel que la loi de probabilité de X
soit donnée par (4.5).

4.7.2 Variables binomiales

Supposons qu'on exécute maintenant » épreuves indépendantes, chacune ayant p
pour probabilité de succes et 1 — p pour probabilite d’échec. La variable aleatoire
X qui compte le nombre de succés sur I'ensemble des » épreuves est dite variable
aléatoire dinomiale de paramétres (n, p). Une variabie de Bernoulii n’est donc qu'une
variable binomiale de paramétres (1, p).

La loi de probabilité d’une variable aléatoire binomiale de paramétres (r, p) est
donnée par

P(f)=(?);|9f(1*1!:'}"'f i=0,1,...,n (4.6)

Pour établir (4.6) il faut tout d'abord remarquer que toute séquence donnée compor-
tant  succeés et n — i échecs pour une longueur totale de n épreuves a pour probabilité
pi(t — py'', en vertu de l'indépendance de ces épreuves. Comme il ¥ a (7) de ces
séquences comptant i succes et # — i échecs, on aboutit bien 2 (4.6). On peut le voir
encore plus facilement si I'on remarque qu’il y a () choix différents des i épreuves
donnant un succés. Plagons-nous par exemple dans lecasoin = deti= 2 llya
bien (3) = 6 maniéres d’obtenir deux succés parmi les 4 résultats, 4 savoir (s, 5, ¢, €},
(s, e, 5 €)(se.e.79),(es,yse)les e s)et (e e s, 5). Par (s, 5, e, ¢) on veut dire que
les deux premiéres épreuves ont donné des succés, au contraire des deux derniéres,
Chacune de ces séquences ayant pour probabilité p(1 — p)’, la probabilité cherchée
est bien (3) p*(1 — p).
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On remarquera qu'en application du théoréme du bindme, la somme de tous les

pliyest 1

n

pli)= % (?)p‘(l -p)" T =[p+(1-p)I"=1

[ =

b~1s

i

4.7.3 Exemples de variables binomiales ¢t de Bernoulli

Exemple 4.14 On jette cing piéces équilibrées. Les résultats sont supposés indépen-
dants. Donner la loi de probabilité de la variable X qui compte e nombre de piles
obtenus.

SOLUTION. Soit X le nombre de piles (donc de succés) au total. X est une variable
aléatoire binomiale de paramétres (# = 5,p = %). Aussi a-t-on, en application de {4.6),

- (-4 :

Exemple4.15 On sait que les vis fabriquées parune certaine société sont affectées d’un
défaut avec probabilité 0,01; I'état d'une vis est indépendant de celui des prédécentes
ou suivantes. Or, la société accepte de rembourser les paquets de 10 vis qu’elle vend
si plus d’une des vis présente un défaut. Quelle proportion des paquets vendus la
société s'expose-t-elle a devoir rembourser?

SOLUTION. Désignons par X le nombre de vis malformées d’un paquet donné. X est
une variable aléatoire binomiale de paramétres (10, 0,01). La probabilité qu'il faille
remplacer un paquet est

1-PX=0-PX=1}=1- (13)(.01)"(.99)“’ - (110)(.01)‘(.99)9
== 004

Ainsi ne faudra-t-il remplacer que 0.4 pour cent seulement des pagquets. [ ]
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Exemple4.16 Le jeu d’argent décrit ci-dessous est appelé «roue de la fortune» et est
trés populaire lors de bien des carnavals et dans les casinos; un joueur parie et mise
sur un numéro compris entre | et 6 inclusivement. On jette ensuite trois dés. Si le
nombre choisi par le joueur apparait i fois (i = 1, 2, 3), celui-ci gagne i unités. Dans
le cas ot ce nombre n’apparait pas, le joueur perd une unité. Ce jeu est-il honnéte
vis-d-vis du joueur? (En fait, on joue en lan¢ant une roue qui s'immobilise en laissant
apparaitre un jeu de trois nombres compris entre 1 ¢t 6, mais tout revient du point
de vue mathématique 3 jeter trois dés).

SOLUTION. Admettons que les dés sont équilibrés et que leurs résultats sont indépen-
dants les uns des autres. Le nombre de fois qu'apparait le nombre sur lequel le joueur
a misé est une variable aléatoire binomiale de parameétres (3, 1). Désignons par X les
gains du joueur lors d’une partie. On aura

e -
wen- Q)Y )5
ween-(Y ) -4
e ()Y -

Pour déterminer si le jeu est équilibré, déterminons E[X). D’aprés les probabilités
précédentes, on obtient

~125+75+30+3
Ex]=
216
17
T 216

Ainsi, sur un nombre infini de parties, le joveur perdra 17 unités par groupe de 216

parties.
]

Dans I'exemple suivant nous allons étudier une version simple de la théorie de
I'hérédité développée par Gregor Mendel (1822-1884).

Exemple 4.17 On admet qu’un trait physique (telle la couleur des yeux ou le fait d’étre
gaucher) chez un homme est déterminé par une paire de génes. On désignera par ¢
le géne de la paire qui est dominant, et par r celui qui est récessif. Une personne portant
dd sera ainsi & dominance pure, une autre portant rr sera i caractére récessif, alors
que rd entrainera une dominance hybride. Les dominances pure et hybride ne se
distinguent pas extérieurement. Un enfant recevra un géne de chacun de ses parents.
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S8i, par un trait particulier, les deux parents sont hybrides et §'ils ont 4 enfants, quelle
est la probabilité que 3 de ceux-ci manifestent extérieurement le trait dominant?

soLyTION. Admettons que chaque enfant a autant de chances de recevoir chacun des
deux génes de chacun de ses parents. Les probabilités que I'enfant de deux parents
hybrides porte les génes dd, rr ou rd sont respectivement i, 1 et 1 Comme un
descendant aura le trait dominant ¢'il porie les paires de génes dd ou rd, le norbre
d’enfants ainsi conformés est réparti selon la loi binomiale avec pour paramétres
(4. 2) dans notre cas. La probabilité cherchée est donc

BIEE) -2 :

Exemple4.18 On considére un jugement pour lequel la condamnation doit étre votée
par § des 12 membres du jury au moins pour devenir exécutoire. En admettant que
les jurés se déterminent indépendamment les uns des autres et que la probabilité de
décision correcte est 8 pour chacun d’entre eux, quelle est la probabilite que la décision
du jury entier soit correcte?

SOLUTION. If est impossible de donner une solution au probléme tel qu’il est énoncé
ci-dessus, par manque d’information. Si I'accusé est innocent par exemple, la probabi-
lité¢ que le jury rende une sentence correcte est

E (12) e'1-e)*'

i=5 i

alors que s'il est coupable cette probabilité devient

$ ()0 o=

img \ §

On pourra ainsi obtenir la probabilité gue le jury se détermine correctemnent en
conditionnant selon que 1"accusé est coupable ou innocent, a désignant la probabilité
qu'il soit coupable:

@ 3;2 (12) '1-6)"""+(1-a) E (1i2) 0'(1—g)'*’
=5

=8 \ @ ]

Exemple4.19 Un systéme de communication comporte # composants; chacun d'entre

eux fonctionnera, indépendamment des autres, avec une probabilité p. Le systéme

total pourra effectivement fonctionner st au moins fa moitié de ses composants sont

opérationnels.

a) Pour quelles valeurs de p un systéme 4 5 composants est-il plus souvent en état de
fonctionnement que celui 4 3 composants?

b) De maniére générale, dans quel cas un systéme a 2k + 1 composants est-il
préférable a un systéme a 2k — 1 composants?
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SOLUTION.

a) Comme le nombre de composants en bon état est une variable aléatoire binomiale
de paramétres (n, p), la probabilité qu’un systéme a 5 composants fonctionne est

5 5
(3)173(1 -~ py + (4)p‘(l -p +p

tandis que la probabilité correspondante pour un systéme a 3 composants est

3
Par conséquent, le systéme 4 5 composants est préférable si
1P° (1 —=p* + 590 -p+p° >3 - p) +p°
qui se réduit a
3(p -1 @p-1>0
ou
p >1/2

b) En général, un systéme 4 2k + 1 composants est préférable a un systéme 4 2k — |
composants si {et seulement si) p = V2. Pour le monirer, considérons un systéme

a 2k + 1 composanis et notons X le nombre de ceux qui fonctionnent parmi les
2k — | premiers composants. Alors

Pe41 (le systéme fonctionne) = PXzk+ 1} +PX=K0-0-pP

+PX =k - 1)’

car le systéme a 2k + 1 composants fonctionnera dans les cas suivants:
s X2k +1,

+ X = k et au moins "un des 2 composants restants fonctionne ou
» X =k — | et tous les deux composants suivants fonctionnent.

Comme
P21 (le systéme fonctionne) = P{X = k}

=PX=K+PX=k+1)
on obtient que

Py 41 (le systéme fonctionne) — Py (le systéme fonctionne)

PiX=k—1}p*— (1 - pPPX =k}
2k -1 iy _ _ 2k -1 -
=(k_l)p* a - pip? - (1 p)z( X )p‘(l py-!

% - 1 . % - 1 % - 1
=( k )P‘(II_P)*[P—(l—p)]pulsque(k_l)=( ) )

>0&p >4
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4.7.4 Propriétés des variables aléatoires binomiales

Nous allons examiner & présent les propri€tés d’une variable aléatoire binomiale
de paramétres n et p. Pour commencer, calculons son espérance et sa variance.

E[X*]=i§0f*(’;.')p"(l -y
-3(2 -

En utilisant I'identité

on obtient
8 aafn=-1Y -
E[X*] =np¥i* ‘(, )p' Ya-p)"
=] f -1
n=1 afn=1Y ; ~1-§
=np 3 (j+1)' '( ) Jp’(l-p)"l" avec j=i-1
i=0 J
-1
= an[(Y +1) ]
ol ¥ est une variable aléatoire binomiale de parametres n — 1, p. En posant k = 1 dans
I’équation précédente, on obtient

E[X] = np

Autrement dit, le nombre espéré de succes lors de n épreuves indépendantes ol
chacune a une probabilité p de succes est égal & np. En posant £ = 2 dans cette méme
équation et en utilisant la formule précédente pour I’espérance d’une variable aléatoire
binomiale, on obtient

E[x*] = npE{Y +1)
=np{(n-1)p+1}
Comme E[X] = np, on obtient
var(x) = E[ x*] - (£{ x])’
= npl(n~1)p+1] - (np)’
= np(1 - p)

En résumé, nous avons montré que:
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Si X est une variable aléatoire binomiale de parametres n et p, alors

E[X]=np

Var(X) = np(1 - p)

La proposition suivante montre la fagon dont 1a distribution binomiale croit d’abord
puis décroit.

Théoréme 4.3

Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétres (n, p) avec 0 < p < I
Lorsque k croit de 0 a n, P(X = k) grandit d'abord de maniére monotone, puis
décroit également de maniére monotone, le pic étant atteint lorsque k est égal i la
partie entiére de (n + 1)p.

DEMONSTRATION. On démontre ce théordme en considérant le rapport P{X = k}/
P{X = k ~ 1} ¢t en étudiant les valeurs de k pour lesquelles il est plus grand ou plus
petitque 1. Or

n: key o sn—k
PX=k __ Gmoomf 7P
P{X=k_1}_ n! k—lg1  _yn—k+l
kiD= n? 4P
=(n—k+l)p
k(1-p)

Done P{X =k} = P{X = k — 1} si et seulement si
(n—k+1)p=z=k(i-p)

1024 X pi&)

Figure 4.6 Graphe de p(k) = () )"
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ou de fagon équivalente, si et seulement si
k={n+1)p

Le théoréme est ainsi démontré. .

En illustration 4 ce théoréme, on donne 4 la figure 4.6 le graphe de la loi d’une
variable aléatoire binemiale ayant pour paramétres (10, %).

4,7.5 Application de la loi binomiale

Exemple4.20 Lors d’une élection présidentielle américaine, le candidat qui recueille
le plus grand nombre de voix dans un Etat emporte la totalité de celles du collége
électoral allouées a cet Etat'. Ce nombre de voix est approximativement proportion-
nel 4 la population de cet Etat, ce qui revient 4 dire qu’un Etat de population n dispose
d’environ ne voix au collége électoral. {En fait, il dispose plutdt d’environ ne + 2 voix
puisqu’il regoit une voix par député qu’il envoie 4 la Chambre des Représentants —
et le nombre de ces députés est proportionnel 4 la population de cet Etat — plus une
voix par sénateur - et chaque Etat dispose de 2 sénateurs —.) Nous ailons déterminer
la puissance de vote moyenne d’un citoyen établi dans un Etat de population # lors
d'une élection présidentielle trés disputée; par puissance de vole moyenne lors d’une
élection serrée, on entend le produit acP, P étant la probabilité que I'électeur arbitre
le scrutin dans son Etat. 1| arbitrera le scrutin si les n — 1 autres électeurs de I'Etat
ont attribué exactement (# — 1){2 voix a chacun des deux candidats. Ceci suppose que
le nombre total # d’électeurs dans cet Elat soit impair, mais le cas ol # est pair peut
étre traité de maniére trés similaire. Le fait que I'élection soit serrée se traduit par les
hypothéses que les n — 1 autres électeurs se déterminent indépendamment les uns des
autres, avec probabilité % en faveur de chaque candidat. De ce fait, la probabilité
qu'un électeur établi dans un Etat de taille n = 2k + 1 puisse arbitrer le scrutin est
égale a la probabilité que lors d’une séquence de 2k jets d’une piéce équilibrée il sorte
aussi souvent pile que face, a savoir

P = P{I’électeur soit arbitre dans un Etat de taille 24 4 1}
-()06)
kJ\2 2
_ (2K
T oktkr2*

On obtient une approximation de cette quantité grace 4 la formule de Stirling qui
affirme que lorsque k& est grand

kY~ k512074 20

' ndt: I'élection présidentielle américaine est organisée sur un mode particulier de suffrage
indirect, avec en général deux candidats seulement.
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ou g, ~ b, signifie que le rapport a,/b, tend vers 1 lorsque & tend vers l'infini, De
ce fait

P = P{I’électeur soit arbitre dans un Etat de taille 2k + 1}

_ (zk)2k+l,f2e—2k 2m _ 1
k¥t 2py2t Vin

Comme cet électeur fait basculer ne votes du collége électoral §'il arbitre 1'élection
dans son Etat, sa puissance moyenne de vote ncP est approximativement

ne
nmwf2
=cvilnfw
Cette puissance moyenne de vote étant proportionnelle 4 la racine carrée de n,

I'exemple traité montre que les électeurs de grands Etats sont plus influents que ceux
des plus petits. L

—

NOTE HISTORIQUE

Les épreuves indépendantes ayanc une probabilité p de succés ont été étudides
pour la premigre fois par le mathématicien suisse Jacques Bernoulli (1654 - 1705),
Dans son livre «Ars Conjectandi» (1’ Art de la Conjecture), publi€ en 1713 par son
neveu Nicholas huit ans aprés sa mort, Bemoulli montre que si on réalise un grand
nombre de telles &preuves, la proportion de celles o un succes se produit est proche
de p avec une probabilité proche de 1. '

Jacques Bernoulli fait partic de la premidre génération de la famille de
mathématiciens la plus célebre de tous les temps. Somme toute, entre huit et douze
Bemoulli, répartis sur trois générations, apportérent des contributions fondamentales
aux probabilités, statistiques et mathématiques. Une difficulté pour connaitre leur
nombre exact provient du fait que plusieurs d’entre eux portaient le méme prénom.
(Par exemple, deux des fils de Jean, le frére de Jacques, s’appelaient Jacques et Jean.)
Une autre difficulté provient du fait que plusieurs Bernoulli étaient connus sous des
noms différents & des endroits différents. Notre Jacques (parfois écrit Jaques) était, par
exemple, aussi connu sous les noms de Jakob (parfois écrit Jacob) et de James
Bernoulli. Mais quel que soit leur nombre, leur influence et leur production sont
prodigieuses. Comme les Bach pour la musique, les Bernoulli resteront pour 1’ éternité
une grande famille pour les mathématiques!

4.7.6 Calcul de la fonction de répartition binomiale

Supposons que X est une variable aléatoire binomiale de paramétres (n, p). L’idée
clé pour le calcul de sa fonction de répartition
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i (n
P{Xsi}=2(k)p*(l—p)""‘, i=0,1,...,n
consiste a utiliser la relation suivante entre PLY = &k + 1} et P{X = k), formule qui
a été établie lors de la démonstration du théoréme 4.3:
p n—k

P{X=k+l}=mk+l

PiX = i} 4.7)

Exemple4.21 Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétres n = 6, p = 0,4
En partant de P{X = 0} = (0,6)° et en utilisant Péquation (4.7) de fagon récursive,
on obtient

PiX = 0} = (.6)° = .0467

PiX = 1} = 3$§P{X = 0} = .1866
PiX = 2} = $3P(X = 1} = 3110
PX = 3} = #4PX = 2} = 2765
PX = 4} = 3IP{X = 3} = .1382

PX = 5} = $#P{X = 4} ~ .0369
P(X = 6} = $3P{X = 5} ~ .0041. .

On peut facilement écrire un programme qui utilise la formule de récurrence (4.7)
pour calculer la fonction de répartition binomiale. Pour trouver P{X< i}, le
programme calcule d’abord P{X= f} puis utilise la récurrence pour calculer
successivement P{X=i-1}, P{X=i-2}, etc. Le calcul de

q Aln-1lin-i+1) ; -
plx= o e loni ) iy
peut s’effectuer en prenant d'abord les logarithmes pour obtenir
n(P{X =i}) = Stn(n+1-k)= Tin(k}+iln(p)+(n -i)in(1 - p)
k=1 k=1

puis en prenant

P{X =i} = exp{in(P{x = i})}

Exemple 4.22

a) Déterminer PLX < 143) ou X est une variable aléatoire binomiale de paramétres
(250, 0,5).

b) Déterminer P1X < 90 ou X est une variable aléatoire binomiale de paramétres
(1000, 0.1},
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soLUTION. Exécuter le programme de la distribution binomiale:

RUN
THE DISTRIBUTION FUNCTION OF A BINOMIAL(n,p) RANDOM VARIABLE
ENTER n

? 250

ENTER p

? .5

ENTER i

? 145

THE PROBABILITY IS .995255

ok

RUN
THE DISTRIBUTION FUNCTION OF A BINOMIAL(n,p) RANDOM VARIABLE
ENTER n

? 1000

ENTER p

? .1

ENTER i

? 50

THE PROBABILITY 1S5 .1882189

ok

4.8 VARIABLE ALEATOIRE DE POISSON

4.8.1 Définition

Une variable aléatoire X pouvant prendre pour valeur 0, 1, 2,... est dite de Poisson

avec paramétre ) sl existe un réel 4 > 0 tel que

P(f)"—'P{X=i}=e_*% i=0.1,2,...

L’équation (4.8) définit bien une loi de probabilité puisque

ot _ ookf B
Tply=et T o=eet=1

i=0 im0

4.8)

La distribution poissonienne fut introduite par Siméon Denis Poisson dans un ou-
vrage traitant des applications de la théorie des probabilités aux problémes juridiques
tels que des procés, des jugements en matiére criminelle, eic. Son livre, publié en 1837,
était intitule Recherches sur la probabilité des jugements en matiére crimineile et en

matiére civile.!

! ndt: titre en frangais dans le texte anglais,
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4.8.2 Approximation poissonienne de lois binomiales

Les variables aléatoires de Poisson ont un champ d’application fort vaste, en
particulier du fait qu'on peut les utiliser pour approximer des variables aléatoires
binomiales de paramétres (, p) pour autant que z soit grand et p assez petit pour que
np soit d’ordre de grandeur moyen. Pour s’en convaincre, admettons que X soit une
variable aléatoire binomiale de paramétres (n, p) et posons 2 = np. On aura

| .
P{X = i} = mp‘(] - p)"_’

(Y (3-8
T (n—-iNil\n n

_nn=1)---(n—i+ DA (Q=2a/m)"
B n' it(1~a/n)

Maintenant, pour »n grand et A modéré

(1—%)n=e“‘ aln= D nmit ), (1—1)151

H

Donc, pour n grand et A modéré,
i

. _ah
P X=i}=~e "E

En d’autres termes, forsqu'on réalise # épreuves indépendantes ayant p pour
probabilité de succes et si n est grand et p assez petit pour rendre np moyen, le nombre
de succés est une variable aléateire de répartition approximativement poissonienne
avec paramétre A = np. La détermination de cette grandeur X sera en général
empirique. On montrera plus tard qu’elle représente d’ailleurs un nombre moyen de
SUCCES. :

4.8.3 Applications de la loi de Poisson

On cite ci-dessous quelques exemples de variables aléatoires qui obéissent en régle
générale 4 la loi de probabilité de Poisson (¢'est-d-dire qui satisfont (4.8)):
1. le nombre de coquilles par page ou groupe de pages d’un livre
2. le nombre d’individus dépassant I'dge de 100 ans dans une communauté humaine
3. le nombre de faux numéros téléphoniques composés en un jour
4. le nombre de paquets de biscuits pour chien vendus dans un magasin denné en
I'espace d’un jour
5. le nombre de clients pénétrant dans un bureau de poste donné en I'espace d'un jour
6. le nombre de charges devenues vacantes a la Cour supréme en l'espace d'un an
7. le nombre de particules a émises par un matériau radioactif pendant un certain
laps de temps.

Dans chacun de ces exemples — et dans bien d’autres — la variable aléatoire est
toujours répartie de maniére approximativement poissonienne pour la méme raison:
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parce qu'on approxime par la une variable binomiale. Dans le premier cas par
exemple, on peut supposer que chacun des caractéres composant une page a une
probabilité¢ p d’étre mal rendu. Aussi le nombre de coquilles par page sera-t-il
distribué approximativement suivant la loi de Poisson avec paramétre A = np ou n
est le nombre de caractéres par page. De la méme maniére, on peut supposer que toute
personne dans une communauté a la méme probabilité de devenir centenaire. On peut
aussi attribuer une probabilité d’acheter des biscuits pour chien a toute personne
entrant dans une épicerie, et ainsi de suite.

4.8.4 Exemples de variables aléatoires de Poisson

Exempled.23 Admettons que le nombre d'erreurs par page dans ce livre suive une
distribution de Poisson avec paramétre A = %:. Calculer la probabilité qu’#! y ait an
moins une erreur sur cette page.

SOLUTION. Désignons par X le nombre d'erreurs sur cetie page. On aura

PiX21)=1-PX=0=1—-¢"?= 393 -

Exemple4.24 On admet que la probabilité de défaut pour un objet fabriqué a la
machine est 0,1. Trouver la probabilité gu™un lot de 10 objets comprenne au plus un
élément affecté d’un défaut.

SOLUTION. La probabilité cherchée est exactement
(D O.0°0.9"° + (H©,0'(0.9° = 0,7361

alors que I'approximation donnée par la loi de Poisson méne 4 e=' + e~! & 0,7358.
=

Exemple4.25 On considére I'expérience qui consiste 4 mesurer le nombre de particu-
les o émises dans 'espace d’une seconde par un gramme de matiére radicactive. Des
expériences ont montré dans le passé gu’en moyenne le nombre de particules a émises
est 3,2. Donner une bonne approximation pour la probabilité qu'au plus deux
particules a seront enregistrées.

SOLUTION. Représentons-nous le gramme de matiére radicactive comme une collection
de n atomes (» est grand). Chacun peut se désintégrer, ceci avec une probabilite de
3,2/nt pour la durée de mesure, et donner une particule a. On peut alors dire que le
nombre de particules o émises sera approximativement une variable aléatoire de
Poisson de paramétre A = 3,2 et Fapproximation est ici trés bonne. La probabilité
cherchée sera ainsi

2
P{X = 2} = 6_3'2 + 3.26‘3.2 + (322} e..3_2

= 3799
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4.8.5 Espérance et variance d’ane variable aléatoire de Poisson

Avant de calculer I'espérance et la variance d’une variable aléatoire de Poisson de
paramatre A, rappelons que cette variable aléatoire est une approximation d’une
variable aléatoire binomiale de parametres n et p lorsque n est grand, p est petit et
A =np. Puisqu'une variable aléatoire binomiale a pour espérance np = A et pour
variance np(1 - p) = A(1 — p} = A (comme p est petit), il semblerait que 1’espérance et
la variance d’une variable aléatoire de Poisson soient toutes les deux égales au
paramatre A. Vérifions ce résultat:

. A
=ie "A
EXx]=%
=0
) w g Ay
i=1 (i = 1)t
ey
=ity = enposant j=i-—1
w 3
=2 puisque ¥ —=¢*
=0 j

Donc, I'espérance d'une variable aléatoire de Poisson est en effet égale au paramatre
A. Pour déterminer sa variance, calculons d*abord E[ X2]:

wite A
Ex’]= 1

" I.e—:l i-1

i=l {i -1}t

enposant j=i—1

S BT w oA 3f
=2.[EJ€ A+Ze.l]

L’égalité finale provient du fait que la premigre somme est I’espérance d’une variable
aléatoire de Poisson de paramétre A et que la seconde est la somme des probabilités de
cette variable aléatoire. Donc, puisque nous avons montré que E[X] = A, on obtient

Var(X)

E{X?) - (ETIX]Y
A

L’espérance et la variance d’'une variable aléatoire de Poisson sont donc toutes les
deux égales 2 son parametre A.



148 Initiation aux prababilités

4.8.6 Autres cas d’approximation peissonnienne

Nous avons montré que la loi de Poisson de paraméire np est une trés bonne
approximation de la distribution du nombre de succés obtenus dans » épreuves
indépendantes, o chaque épreuve a la probabilité p d’aboutir 4 un succés, & condition
que # soit grand et p petit. En fait, cette approximation reste valable méme lorsque
les épreuves ne sont pas indépendantes, pourvu que leur dépendance soit «faiblex.

Exemple 4.26 Reprenons le probléme de rencontre de I’exemple 2.13 du chapitre 2.
n hommes tirent au hasard chacun un chapeau dans I'ensemble de leurs chapeaux. Si
I'on s'intéresse au nombre d’hommes qui choisissent leur propre chapeau, on peut
considérer le tirage aléatoire comme le résultat des »n épreuves telles que chaque
épreuve § est un succés si la personne / a tiré son propre chapean, i = 1, ...,n En
définissant les événements £, i = 1, .., n par

E, = {I'épreuve i est un succés}

il est facile de voir que
PE} = 1/n et PE|E}=1/(n - 1),j#i

Ainsi, bien que les événements E;, i = 1, ..., # ne sont pas indépendants, on voit que,
pour » grand, leur dépendance est plutét faible. De ce fait, on peut raisonnablement
esperer que le nombre de succés suive approximativement une loi de Poisson de
parametre n x 1/n = 1. L'exemple 2.13 du chapitre 2 le vérifie effectivement. .

Exemple4.27 Pour une deuxiéme illustration de I'efficacité de I'approximation pois-
sonnienne lorsque les épreuves sont faiblement dépendantes, considérons de nouveau
le probléme des anniversaires présenté dans I'exemple 2.10 du chapitre 2. Dans cet
exemple, nous avons supposé que chacune des » personnes a, de fagon équiprobable,
I'un des 365 jours de I'année comme jour d’anniversaire. Le probléme est de détermi-
ner la probabilité que, dans un ensemble de » personnes indépendantes, toutes ont
leurs jours d'anniversaire différents. Nous avons utilisé un argument combinatoire
pour évaluer cette probabilité et nous avons calculé que, lorsque n = 23, elle est
inférieure a 2.

Nous pouvons estimer cette probabilité en utilisant I'approximation poissonnienne
de la maniére suivante. Imaginons que I'on a une épreuve pour chacune des (3) paires
d’individus i et j, i # j et disons que I'épreuve § — f st un succes si les personnes / et
Jj ont le méme jour d’anniversaire, Soit £, 'événement «I’epreuve { — fest un succés»,
Bien que les (§) evénements, 1 < § < j < n ne sont pas indépendants (voir I'exercice
théorique 4.10.21), leur dépendance est plutdt faible. (En fait, ces événements sont
méme «indépendants deux a deux», dans le sens que toute paire d’événements £, et
Ej sont indépendants - voir de nouveau I'exercice 4.10.21). Comme P(Ej) = 1/365, il
est raisonnable de penser que le nombre de succés doit suivre approximativement une
loi de Poisson de paramétre
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(’2’);365 = n(n — 1)/730.
Par conséquent,

P42 personnes différentes n'ont pas le méme jour d’anniversaire} = P{0 succés)
& exp{— n(n — 1)/730}

Pour déterminer le plus petit entier # pour lequel cette probabilité est inférieure 4 Y4,
notons que I'inégalité

exp{—n(n — 1)/730} =< }

est équivalente 4

exp{n(n — 1)/730} = 2

ou, en prenant le logarithme dans les deux membres, &

nin — 1) = 730 In2
== 505.997

ce qui donne la solution n = 23, en accord avec le résultat de 'exemple 2.10.
Supposons maintenant que I'on demande la probabilité qu'aucun groupe de
1 personnes parmi »# n’ont leur anniversaire le méme jour. Alors que I'on est mainte-
nant en présence d'un probléme combinatoire difficile, une bonne approximation est
facile a obtenir. Pour commencer, faisons correspondre une épreave a chacun des (%)
triplets 4, j, k tels que | <j < j < k € n, et disons que I'épreuve i — j — k est un
succés si les personnes £, j et k ont leur anniversaire le méme jour. Comme auparavant,
nous pouvons conclure que le nombre de succés est approximativement une variable

aléatoire de Poisson de paramétre’
(LY
3/\365

_nn = D(n - 2)
6 X (365)2

n
(3) Pli, j, k ont leur anniversaire le méme jour}

Par conséquent,

{ 3 personnes différentes

n'ont pas le méme jour d’annivcrsaire} x expi= n(n — 1)n — 2)/799350)}

Cette probabilité sera inférieure 4 2 lorsque » est tel que

n(n — L)(n — 2) = 799350In2 =~ 554067.1

qui est équivalent a #n = 84. Ainsi, la probabilité qu'au moins 3 personnes d’un groupe
de 84 personnes ou plus ont le méme jour d'anniversaire dépasse 2. ]
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4.8.7 Introduction au processus de Poisson

Les situations ou un événement particulier se reproduit 4 intervalles réguliers au
cours du temps peuvent fournir des cas d’application de la loi de Poisson. On peut
citer comme exemple d’un tel événement un tremblement de terre, ou P'entrée d’une
personne dans un établissement donné (banque, poste, station d'essence, etc.), ou
encore "apparition d’une guerre. Supposons que 'on ait affaire 4 de tels événements
et qu’'en plus il existe une constante positive A pour laguelle les conditions suivantes
soient vérifiées:

» Condition 1: la probabilité qu’il advienne exactement 1 événement dans un inter-
valle de temps de durée 4 vaut A & + o(#), ol o{h) désigne toute fonction f(#) telle
que iirr‘: Sf(h)h = 0. (Par exemple f(h) = A est o(h), mais f(h) = k ne est pas.)

+ Condition 2: la probabilité qu’il survienne deux événements ou plus dans un laps
de temps de durée A est o(k).

» Condition 3: soit des entiers quelconques n, j ,.... f, et un ensemble quelconque de
n intervalles sans intersection. Soient E, les événements «il survient exactement j,
événements durant U'intervalle i». Les événements E|, E,,..., E, seront toujours
indépendants.

En termes approximatifs, les conditions 1 et 2 établissent que lorsque # est petit,
la probabilité d’observer exactement 1 événement durant un intervalle de longueur
h est Ak plus quelque chose de petit comparé a A, tandis que celle d’observer deux
événements ou plus est petite comparée 4 h. La condition 3 garantit que ce qui se passe
au cours d’un intervalle n’a pas d'influence sur ce qui arrive durant tout autre
intervalle disjoint du premier.

4.8.8 Processus de Poisson et variable aléatoire de Poisson

Nous allons montrer que sous les trois conditions précitées, le nombre d’événe-
ments survenant dans un laps de temps d’origine quelconque et de durée £ est une
variable aléatoire de Poisson avec paramétre Ai. Pour plus de clarté, on notera
I'intervalle [0, {] et le nombre d’occurrences de 'événement N(¢). Dans le but d’obtenir
une expression de P{N(7} = k) on va partitionner l'intervalle [0, ¢] en n intervalles
disjoints de longueur ¢/n chacun (cf. fig. 4.7).

] 1 T

- ———
"2

LI T
Ly
[}

]
L]

}
l

(n=1Lt
n

=

Figure 4.7

X
2
I
x
f

Ptk des n sous-intervalles contiennent exactement 1 événement et
les n — k autres 0}

+ Pi{N(t) = k et au moins un sous-intervalle contient 2 événe-
ments ou plus). (4.9)

Ceci résulte du fait que les deux événements apparaissant dans le membre de droite
de (4.9) sont mutuellement exclusifs. Désignons-les par 4 et B respectivement. On
aura:
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P(B) < P{au moins I'un des sous-intervalles contient 2 occurrences ou plus de
P'événement}

i
= P(U {le i-éme sous-intervalle contient 2 occurrences ou plus}
i=l

"
< % Pile i-éme sous-intervalile contient 2 occurrences ou plus}

im|

{en vertu de l'inégalité de Boole)

=F ot (en vertu de la condition 2)
=

!
=)
=nol—
n
_ ,[o(r/ n)]
t/n
Or, pour tout ¢, ¢/n tend vers 0 lorsque » tend vers I'infini et donc o{t/n)/(¢/n) tend
vers 0 lorsque # tend vers U'infini, par définition de o(h). Par conséquent
P(B) — 0lorsque n = o (4.10)
D’autre part, du fait qu'on peut écrire grice aux conditions 1 et 2
P {il ne survient aucun élément dans un intervalle de durée A}

=1-[Ah+ o(h) + o(h)) = 1~ Ah — o(h)'

on peut encore écrire en utilisant la condition 3 d'indépendance

P(4)

l

P{k des sous-intervalles contiennent exactement 1 occurrence et les
n — k autres aucune}

- (:)[i:}{" "(;')]k[l - (%’) _ o(_;)]n—a

Cependant, puisque

n[’\_‘+0(1)] :)\;+;[M]—» At quand n = w0
n " t/n

Il en résulte I'équation suivante, en utilisant I'argument déja connu qui établit que fa
distribution binomiale peut étre approximée par une distribution poissonienne:

! La somme des deux fonctions oth) cst encore o(h). Il en est ainsi du fait que si lim fiA)}A

h—=0
= him gihryh = 0, alors lim [fA)y + glh)]fh = 0.
Bt el L=
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P(A)» ™™ (k) lorsque 1 = oo 4.11)

En exploitant (4.9), (4.10} et (4.11) on obtient donc, lorsque n tend vers i'infini

k

PIN(t) =k} = P

k=0,1,... (4.12)

Ainsi le nombre d’occurrences d'événements est-il, sous les conditions 1, 2 et 3,
une variable aléatoire de Poisson de paramétre As; on dit alors que les événements se
réalisent selon un processus de Poisson de paramétre L. Cette grandeur doit étre
déterminée de maniére empirique et on peut montrer qu'elle représente le taux
d’occurrence d*événements par unité de temps.

Ce qui précéde aide 4 comprendre pourquoi les variables aléatoires de Poisson
donnent généralement de bonnes approximations de phénoménes trés divers tels que
par exemple
1. le nombre de tremblements de terre survenant pendant une période de longueur

donnée
2. le nombre de guerres se déclarant chaque annee
3. le nombre d’électrons libérés par une cathode surchauffée durant une période de

iongueur donnée
4. le nombre de décés parmi les assurés d'une compagnie d’assurance-vie, sur une
période de longueur donnée.

489 Exemple d’application du processus de Poisson

Exemple 4.28 Supposons que les secousses sismiques dans 1a moitié ouest des Etats-
Unis surviennent de maniére telle que les conditions 1, 2 et 3 soient satisfaites, A valant
2 et I'unité de temps étant la semaine. (Ceci revient a dire que des secousses se
produisent, en accord avec les trois conditions précitées, au rythme de 2 par semaing).
a) Trouver d’abord la probabilité qu’au moins 3 secousses aient lieu durant les 2 pro-
chaines semaines. b) Trouver ensuite la distribution de la durée entre maintenant et la
prochaine secousse.

SOLUTION. a} D’aprés (4.12) nous aurons
PIN2)=3}=1-P{N(2) =0} - P{N(2)=1} - P{N(2) = 2}
2
=1—¢ -4~ %8_4
=1-13¢"*
b) Désignons par X la durée d’attente jusqu’a la prochaine secousse, mesurée en

semaines. Du fait que X sera supérieure 2 ¢ si et seulement s’il ne survient aucune
secousse durant les 7 prochaines semaines, (4.12) donne
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PIX>1}=P{N@t)=0}=¢e™

et ainsi la fonction de répartition F de X sera

F)=PX<st}=1-PX>i}=1-¢"

2y

=1-e
]
4.8.10 Calcul de 1a fonction de répartition de Poisson
Si X est une variable aléatoire de Poisson de paramétre A, alors
PX =i+ 1} e ™Y+ A
PX = i} e N/l i+ 1 (4.13)

En commengant par P{X = 0} = ¢~*, nous pouvons utiliser la formule (4.13) pour
calculer successivement

PX = 1} = \PIX = 0}
p{x=2}=’5‘P{x=1}

N .
4+ 1} = —— PX = i},
PX =i+l = S P =)
Un programme en langage Basic, qui utilise 1’équation (4.13) pour calculer la
fonction de répartition de Poisson, est présenté a la fin de ce chapitre. Pour calculer
P{X < i}, le programme calcule d’abord P{X = i} puis utilise la récurrence pour

calculer successivement P{X =i — 1}, P{X =i — 2}, etc. Le programme caicule
P{X = i} en évaluant d’abord

n(P{X=i})=-A+ilni- Tink
_ k=1
puis en utilisant 1’ égalité

P{x =i} = exp{in(P{x = })}.

Exemple 4.29

a) Déterminer P{X < 100} quand X est une variable aléatoire de Poisson de
moyenne 90.

b} Déterminer P{X < 1075} quand X est une variable aléatoire de Poisson de
moyenne 1000,
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SOLUTION. Exécuter le programme suivant:

RUN

THIS PROGRAM COMPUTES THE PROBABILITY THAT A POISSON RANDOM VARIABLE
IS LESS THAN OR EQUAL To i

ENTER THE MEAN OF THE RANDOM VARIABLE

? 100

ENTER THE DESIRED VALUE OF i

7?90

THE PROBABILITY THAT A POISSON RANDOM VARIABLE WITH MEAN 100

IS LESS THAN OR EQUAL TO 90 IS .1713914

ok

RUN

THIS PROGRAM COMPUTES THE PROBABILITY THAT A POISSON RANDOM VARIABLE
IS LESS THAN OR EQUAL To i

ENTER THE MEAN OF THE RANDOM VARIAELE

? 1000

ERTER THE DESIRED VALUE OF i

? 1075

THE PROBABILITY THAT A POISSON RANDOM VARIABLE WITH MEAN 1000

15 LESS THAN OR EQUAL TO 1075 IS .989354

ok

4.9 AUTRES LOIS DISCRETES
4.9.1 Variables aléatoires géométriques

On exécute une série d’épreuves indépendantes ayant chacune la probabilité p
d’étre un succés, 0 < p < 1, jusqu'd obtenir le premier succes. 8i 'on désigne le
nombre d’épreuves nécessaires jusqu'a ce résultat par X on aura

P X=n}=01-p)"'p n=1,2,... (4.14)

En effet, pour que X prenne n pour valeur, il faut et suffit que les # — | premiéres
épreuves soient des échecs tandis que la n-iéme devra étre un succes. (4.14) est alors
immédiate puisque les épreuves sont indépendantes.

Du fait que

T PX=nj=pT (1-p =Py

nm=] n=| 1‘(1"P)=

il est établi qu'avec probabilitée 1 un succés finira par se produire.
Les variables aléatoires dont la loi est donnée par (4.14) sont appelées rariables
aléatoires géométrigues de parametres p.

Exemple 4.30 Une urne contient N boules blanches et M noires. On tire des boules
une par une avec remise jusqu’a I’apparition d'une noire. a) Quelle est la probabilité
qu’il faille exactement n tirages? b) Quelle est la probabilité qu’il faille au moins & ti-
rages?

SOLUTION. Désignons par X e nombre de tirages nécessaires jusqu’a I'apparition de
la premiére boule noire. X est régie par (4.14) avec p = M/(M + N). D’ou les deux
résuliats demandeés:
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N ) n=1 M N MN’ihl

3) P{X="}=(M+N M+N (M+N)

M < N ™!
b) P{Xak}=M+N.,§k(M+N)

- (MTN)(M}:N)H/[I M fw]

N k—1
= (M n N)

On aurait bien sir pu obtenir le deuxiéme directement puisque la probabilité qu'il
faille au moins k essais pour obtenir un premier succes est égale 4 celle de n’avoir que
des échecs sur les £ — 1 premiéres épreuves. Cette probabilité est, pour une variable
géometrique

PX = k}=(1-p)*" »

Exemple 4.31 Trouver I’espérance d’une variable aléatoire géométrique.

soLuTIoN. En posantg=1-p,ona
E{X]= Zng"'p

d( x
=PEOZ(Q )

dfa
-p;(ugﬂq )

NN B
pdq 1-¢g

En d’autres termes, si des épreuves indépendantes ayant une probabilité p d’obtenir un
succes sont réalisées jusqu’a ce que le premier succéds se produise, le nombre espéré
d’essais nécessaires est égal a 1/ p. Par exemple, le nombre espéré de jets d'un dé
équilibré qu’il faut pour obtenir la valeur 1 est 6.
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Exemple 4.32 Trouver la variance d’une variable aléatoire géométrique.

SOLUTION, Pour trouver Var(X), calculons d"abord E{X 2 ] Enposantg=1-p,ona
Hx?]= < 2 n-i
[x*]= Zn%¢"'p
— ”_ n
”Pngldq (nq )
qu = q
df _4q
)
44[1—4
d -2
=p—a{l-q)
lat-0))

=p[%+2(‘§p)]

P P
2 1
=—2———
P P
Donc, comme E[X]=1/p,
I-
Var(X) = —
4 [ |

4.9.2 Variables aléatoires binomiales négatives

On exécute une série d’épreuves indépendantes ayant chacune une probabilité p
de donner un succes, 0 < p < 1, jusqu'a obtenir un total de r succés. Désignons par
X le nombre d’épreuves nécessaires pour atteindre ce résultat. On aura

n—1

r_l)p'(l—p)"”' n=rr+1,... 4.15)

P{X=n}=(

En effet, pour obtenir un r-iéme succés lors de la n-idéme épreuve il a fallu r — 1 succés
lors des n — 1 premiéres épreuves et il faut que la #-iéme épreuve soit un succés. La
probabilité de la premiére condition est

n-1 r—1 _ n—r
(r_l)p (1-p)

et celle de la seconde est p. De ce Fait (4.15} est établie puisque les épreuves sont
indépendantes.
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On peut établir que la probabilité d’obtenir r succes est 1. 1l existe une démonstra-
tion analytique de I’équation

- e n—1 r n—=r
S px=np= % (22])pa-pr = @16)
H=r n=r \F— 1

mais on peut donner 'argument probabiliste suivant: le nombre d’épreuves nécessai-
res 4 Pobtention de r succés peut étre écrit ¥, + ¥,+ ... + ¥, ¥, étant le nombre
d’épreuves nécessaires jusqu'au premier succés, ¥; le nombre d’épreuves supplémen-
taires nécessaires pour obtenir un deuxiéme succes, ¥, celui menant au 3éme et ainsi
de suite. Les tirages étant indépendants et ayant towjours la méme probabilité de
succés, chacune des variables ¥, Y,,..., ¥, est géométrique. On a vu que chacune est
finie avec probabilité 1 et par conséquent leur somme X I'est aussi, ce qui établit (4.16).

Une variable aléatoire dont la loi est donnée par (4.15) est dite variable aléatoire
binomiale négative de paramétres {r, p). On remarquera qu’une variable géométrique
est binomiale négative de paramétre (1, p).

Dans Fexemple suivant, le probléme des points trouve une autre solution grace a
I'emploi d’une variable binomiale négative.

Exempled4.33 On exécute une série d*épreuves indépendantes, chacune aboutissant
a un succés avec la méme probabilité p. Quelle est la probabilité que r succés
apparaissent avant que le m-iéme échec ne survienne?

SOLUTION. On parvient 4 cette solution en remarquant que r succés n'apparaissent
avant le m-iéme échec que si le r-iéme succés survient au plus tard a la
(r + m — 1}-iéme épreuve. Eneffet, sile r-iéme succés a lieu avantceite (r + m — 1)-iéme
épreuve ou au plus tard lors méme de celle-ci, elle intervient avant le m-iéme échec
et l'implication inverse est vraie. On tire alors de (4.15) la probabilité voulue

(s )ea-or

n=r

Exempled.34 Le probiéme des allumettes de Banach

Un mathématicien se trouve étre également fumeur de pipe et il porte a tout moment
deux boites d’allumettes, une dans chacune de ses poches gauche et droite. Chaque
fois qu'il a besoin d'une allumette, il a une chance sur deux d’aller la chercher dans
sa poche gauche et autant pour 'autre. Il découvre subitement que la boite tirée est
vide. Les deux boites contenaient au départ N allumettes chacune. Quelle est la
probabilité qu'il lui reste k allumettes dans autre boite, k = 0, 1,..., N?

soLUTION, Désignons par E I'événement «le mathématicien découvre que sa boite
droite est vide alors qu'il reste &k allumettes dans "autre». Cet événement n'aura lieu
que s’il choisit 1a boite droite pour la (N + 1)-iéme fois lors du N + 1 + N — k-iéme tirage.

Gréce a (4.15) on peut alors écrire, en prenant p = %, r=N+1n=28N-k+1,

= (5 )
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Comme la probabilité est la méme que ce soit la poche gauche qui se vide tandis qu’il
reste & allumettes dans la droite, la probabilite voulue est

_ 2N—k
w7 )3) '

Exemple 4.35 Calculer I'espérance et la variance d’une variable aléatoire binomiale
négative de parametres r et p.

SOLUTION.

IS kB ety ymer n=1}_ fn
_.pngrn (r)p (1-p) comme n(r-l)- [r)

- -1 m—{r
(m-1)* l(mr )p’”(l—p’) U+ enposant m=n+1

+l

.ol ¥ est une variable aléatoire binomiale négative de paramtres r + 1, p. En posant
k=1 dans I’équation précédente, on obtient

Hx]=<
P

En posant £ = 2 dans cette méme équation et en utilisant la formule ci-dessus pour
I'espérance d'une variable aléatoire binomiale négative, on obtient

E[X ]=;E[Y-—l]

Donc

p ' =
L’exemple 4.35 nous montre que si on réalise des épreuves indépendantes,

chacune ayant une probabilité p de succes, alors 1’espérance et lazvariance du nombre
d’essais nécessaires pour obtenir r succés sont r/ p et r(1— p)/ p? respectivement.
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Puisqu’une variable aléatcire géométrique est une binomiale négative de
paramétre n = 1, I’exemple précédent entraine que la variance d’une variable aléatoire
géométrique de parametre p est égale a (1~ p) / p2 , €€ qui correspond au résultat de
I'exemple 4.32,

Exemple 4.36 Calculer I’espérance et la variance du nombre de jets d’un dé néces-
saires pour obtenir 4 fois la valeur 1.

soLUTION. Puisque la variable aléatoire étudiée est une binomiale négative de
paramétres r=4etp=1/6,0na

E[X]=24
).
(6 :

4.9.3 Variables aléatoires hypergéométriques

[ ta
—

Var(X) =

On tire sans remise un échantillon de n boules d’une urne en contenant N, dont m
sont blanches et N — m sont noires. Désignons par X le nombre de boules blanches

tirées. On aura
(L)
P{X=i}=%, i=0,1,..n (4.17)
(+)
5’il existe certaines valeurs de n, N et m pour lesquelles la loi d’une variable aléatoire
vérifie (4.17), cette variable est dite variable aléatoire hypergéométrigue.

REMARGUE. Bien que nous ayons écrit la distribution hypergéométrique avec i variant
de 0 & s, P{X =i} vandra 0 & moins que i satisfasse les inégalités
n—{N - m) <i < min(n,m). Cependant, I’équation (4.17) est toujours valable 2
cause de notre convention qui posc(;) égal a0 lorsque k< Dour<k.

Exemple4.37 Le nombre d'animaux d'une certaine espéce habitant un territoire
donné est N, inconnu. Pour obtenir une information sur la taille de cette population,
les écologues ont souvent recours 4 'expérience suivante: ils capturent en premier lieu
une certaine quantité de ces animaux, mettons m. Ils les marquent puis les relichent
et leur laissent le temps de se disperser sur ’ensemble du territoire étudié. Dans un
deuxieme temps, ils font un certain nombre n de nouvelles captures. Désignons par
X le nombre d’animaux marqués figurant parmi ces nouvelles captures. On admet que
la population animale n’a pas changé entre les dates des deux séries de captures et
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que lors de chaque capture tous les animaux restant 4 ce stade ont la méme probabilité
d’étre pris. X est alors une variable aléatoire hypergéométrique et

. i n=i
P{X=i} = T I P:(N)
( n )

Supposons maintenant que la valeur observée de X soit i. Désignons par P{N)la
probabilité que ceci arrive alors que la population totale est N. Une estimation
intuitivement raisonnable de & est donnée par la valeur pour laquelle P{N) est
maximale. (Une telle estimation est dite estimation du maximum de vraisemblance. Les
exercices théoriques 4.10.8 et 4.10.13 sont d’autres exemples de ce type de procédé
d’estimation).

Le moyen le plus simple de trouver le maximum de P{N) se base sur le calcul du
rapport

PN)  (N-m(N-n
PIN-1) T N(N-m—-n+1)

Or, le rapport est supérieur 4 | si et seulement si
WN-my(N—n) 2 NN-m-n+

ou, ce qui est équivalent, si et seulement si,

Ns—
i

Ainsi, P{N) est-elle d’abord croissante puis décroissante, prenant son maximum
pour la partie entitre de ma/i. Cette valeur est donc 'estimation du maximum de
vraisemblance de N. Si par exemple la premiére camnpagne de capture a liveé m = 50
animaux marqués puis relichés et la 2éme campagne a permis de capturer n = 40
animaux dont { = 4 sont marqués, on estimera que la population de ces animaux se
chiffre a4 500 sur le territoire étudié. (On aurait aussi pu obtenir cette estimation en
faisant I"hypothése que la proportion ifn d’animaux marqués lors de la 2éme campa-
gne de captures est égale a celle des animaux marqués dans toute la pepulation, soit
miN). u

Exemple 4.38 Un électricien achéte des composants par paquets de 10. Sa technique
de contrdle est de n’examiner que 3 des composants, tirés an hasard dans le paquet,
et de n'accepter le lot des 10 que si les 3 composants examinés sont sans défaut. Si
30% des paquets contiennent 4 composants a malfagon tandis que les 70% restants
n'en contiennent qu'un, quelle proportion des paquets notre électricien rejettera-t-il?

soLUTION. Désignons par A I'événement «I'électricien accepte un paquet». On sait que
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P(4) = P(A|le paquet contient 4 mauvais composants) = +
P(A|le paquet contient 1 mauvais composant) %
@) 5y, 6)0)

Aoz Lol
- (10) 10 (10) 10
3 3

.34

100
46% des paquets seront donc refusés. [ ]
Si n balles sont choisies au hasard sans remise dans un ensemble de N balles dont
la fraction p=m/ N est blanche, alors le nombre de balles blanches choisies est
hypergéométrique. A présent, il semblerait que lorsque m et N sont grands par rapport

A n, il ne devrait pas y avoir trop de différence entre les tirages avec et sans remise. Du

fait que les balles tirées précédemment n’ont pas une grosse importance, chaque

nouveau tirage, lorsque m et N sont grands, sera blanc avec une probabilité

approximativement égale A p. En d’autres termes, on sent intuitivement lorsque m et N

sont grands par rapport i 1, que la distribution de X doit approximativement éuwe celle

d’une variable aléatoire binomiale de paramétres # et p. Pour vérifier cette intuition,
remarquons gue si X est hypergéométrique, alors pour i < »,

my{N-m
O )
_ m!n (N-m} (N =n)nt
(m-i)it(N~m=n+i(n=-i) N
=(n)in_m-lmm—i+lN—mN-—m-lmN-m-(n—i—l)
NN-1 N-i+l1 N-i N-i-1 N-i-(n-i-1)

i

n i n—i
=(.)p’(l—p) lorsque p=% et m et N sont
]
grands par rapport A n et i

Exemple 4.39 Déterminer I'espérance et la variance d'une variable aiéatoire hyper-
géométrique X de paramétres n, N, m.

SOLUTION. E[Xk]= _)EikP{X=i}
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En utilisant les identités

()(22) « A2)-(0)

il . |=m . et n =N
£ i—1 n n—1

X "_mﬁ“‘&d m-—1 N-m N-1

E[X ]F Na‘gl‘ (E—II"'E)/(”'I)

_nmecl kel m—-1Yy N-m N-1
"y AU [ j I"-I-J’)/["-l)

= EA':—’E[(YH)*"]

on obtient

ol ¥ est une variable aléatoire hypergéométrique de parametres n~ 1, N- 1, m—1,
Donc, en posant £ = 1, on obtient

E[x]= 1;’—

En d'autres termes, si n balles sont choisies aléatoirement parmi un ensemble de N
balles dont m sont blanches, le nombre espéré de balles blanches sélectionnées est
nmiN.

En posant = 2 dans I'équation de E[ X* |, on obtient
x?*]=Z gy +1
] efr )

m[(n—l)(m-l)ﬂ]

N N-1

ob I'égalité finale utilise le résultat précédent pour calculer I'espérance de la variable
aléatoire hypergéométrique Y. Comme E[X] = nm / N, on peut conclure que

VM(X)=£E|:%+1-%] (4.18)

Si p=m/ N est la fraction de balles blanches, 1’équation (4.18) donne, aprés un peu
d’algébre

N-n

Var(X}= Py

np(1 - p) (4.19)
]

REMARQUE. Nous avons montré dans I'exemple 4.39 que si # balles sont sélectionnées
au hasard sans remise parmi un ensemble de N balles dont une fraction p est blanche,
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le nombre espéré de balles blanches choisies est np. De plus, si N est grand par
rapport A n [et donc si (N — n) / (N — 1) est approximativement égal a 1], alors

Var(X) = np(1- p)

En d’autres termes, E[X] est la méme que lorsque la sélection des balles se fait avec
remise (le nombre de balles blanches est alors binomial de paramétres n et p} et si le
nombre total de balles est grand, Var(X) est approximativement &gale i ce qu’elle
vaudrait si la sélection était effectuée avec remise. Naturellement, ceci est exactement
ce que nous avions deviné i partir du résultat précédent, qui établissait que lorsque le
nombre de balles dans 1'urne est grand, le nombre de balles blanches choisies suit
approximativement la distribution d’une variable aléatoire binomiale.

4.94 Variables aléatoires Zéta (ou de Zipl)

On dit qu’'une variable aléatoire suit une distribution zéta (parfois aussi dite de
Zipf ) si sa loi de probabilité est

C

P{X"—"k}=‘jc-;T|, k=12 ...

ol ¢ > 0. Du fait que la somme de ces probabilités doit donner 1, on peut cal-

culer C:
o a+1-1
c=[5()"]

La loi zéta doit son nom au fait que la fonction

C(S)=1+(%)3+(~;)$+-'-+(-’1;)S+.

est appelée parles mathématiciens fonction zéta de Riemann (du nom du mathématicien
allemand G.F.B. Riemann). Cette distribution zéta a été wutilisée par le célébre
économiste italien Pareto pour décrire la répartition des revenus familiaux 4 travers
un pays donné. Ce fut G.K. Zipf cependant qui popularisa leur usage en les appli-
quant a des domaines trés variés,

4.10 EXERCICES THEORIQUES

4.10.1 Il existe des coupons de N sortes. On les obtient A raison d’un 2 la fois et dans
chaque cas, le coupon requ sera du type { avec probabilité P, i=1,2, .. N
indépendamment du type des coupons reqgus auparavant. Soit T le nombre de coupons
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qu’il faut collectionner pour obtenir un assortiment complet comprenant un coupon de
chaque type an moins. Calculer P{T = r}.
On pourra utiliser un argument similaire & celui utilisé dans I'exemple 4.5.
4.10.2 Etablir la propriété 3 des fonctions de tépartition.
4,10.3 Exprimer P{X 2 a} grice i la fonction de répartition de X.
4.10.4 Démontrer ou infirmer au moyen d’un contre-exemple 1’égalité suivante:
P{X <b}= bl.@bP{X <b,}

4.10.5 Soit F la fonction de répartition de X. Quelle est la fonction de répartition de
oX + B, ob & et B sont des constantes, ¢ # 0?7

4.10.6 Pour une variable aléatoire N 4 valeurs entidres non négatives, montrer que
EN]= EP{N >i}

Utiliser pour cela E P{Nzi}= E E P{N =k} en changeant I’ordre de sommation.
i=]

i=lk=i
4.10.7 Soit N une variable aléatoire entiére non négative. Monirer que
ZIiP\N>ip=—|E|N" |- E|N
$ip(N >} = 1] - )
Pour cela, utiliser

fo:'P{N >i}=3i T P{N =i}

i=0 k=i+
puis changer I’ordre des sommations.
4,10.8 Soit X tel que

P{x=1}=p=1-P{x=-1}

Trouver ¢ # 1 tel que E[cx] =1,

4.10.9 Soit X une variable aléatoire d’espérance | et de variance 6. Trouver Pespé-
rance et la variance de

4.10.10 Soit X une variable aléatoire binomiale de paramétres n et p. Montrer que

fre oo
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4.10.11 On exécute une série de n épreuves indépendantes ayant chacune une proba-
bilité¢ p d’aboutir 2 un succés. Montrer que les n! / [k!{(n — k)!] séquences contenant
exactement k succés sont toutes équiprobables.

4,10.12 On consid2re un alignement de # composants. Chacun d’entre eux fonctionne
avec probabilité p. Quelle est la probabilité de ne pas rencontrer dans cet alignement
des composants hors service voisins?

On pourra conditionner sur le nombre de composants défectueux et utiliser les
résultats de I’exemple 1.14 du chapitre 1.

4.10.13 On considére une variable aléatoire binomiale de X de paramétres (n, p}. Pour
quelle valeur de p la probabilité P{X = k} est-elle maximale, dans le cas ol k = 1,
2...., n? Ce résultat est utilisé en statistique pour estimer p lorsqu'on a observé que
X = k. Le paramétre n étant connu, cette valeur de p qui rend maximale P{X = &}
est appelée estimation de p par la méthode du maximum de vraisemblance.

4.10.14 On admet que la probabilité qu’une famille ait n enfants est op®, n 2 1,

a < (1 - pp.

a) Quelle est la proportion parmi toutes les familles de celles qui n"auront aucun
enfant?

b) Les enfants ont autant de chances d'étre des gar¢ons que des filles, indépendam-
ment du sexe de leurs ainés. Quelle est la proportion parmi toutes les familles de
celles ayant exactement k filles, le nombre de gargons n’étant pas fixé?

4.10.15 On jette n fois une pidce, pile sortant avec probabilité p a chaque tirage
indépendamment de ce qui a précédé. Montrer que la probabilité d’obtenir un nombre
pair de piles est %[l + (g — pY').ou ¢ = 1 — p. Utiliser pour cela I'identité suivante,
aprés I'avoir démontrée;

[n/2) ) ;
z (;) plg" = %[(p +q)" +(q-p)"]

ou [n/2] désigne la partie entiére de n/2. Comparer cet exercice a I'exercice 3.6.11.
4.10.16 Soit X une variable aléatoire de Poisson avec paramétre A. Montrer que
P{X = il est une lonction monotone croissante puis décroissante de / prenant son
maximum lorsque i = [A].
Etudier pour cela P{XY = ij/P{X = § — 1},
4.10.17 Soit X une variable aléatoire de Poisson de parametre . a) Montrer que

PiX est paire} = 3[1 + ¢™]

en utilisant les résultats du probléme 4.10.15 et la relation entre les variables aléa-
toires poissonnienne et binomiale. b) Faire une vérification directe en s’aidant du
développement de e + ¢*.

4.10.18 Soit X une variable aléatoire de Poisson avec paramétre A. Quelle est la valeur
de & qui maximise ALY =k & = (07
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4.10.19 Si X est une variable aléatoire de Poisson de paramatre A, montrer que

E[X"] - A.E[(X + l)"_]]

Utiliser ce résultat pour calculer E[ X 3] .

4.10.20 Soit X une variable aléatoire de Poisson de paramétre &, oil ¢ < A < 1. Trou-
ver E[X!).

4.10.21 On considere un ensemble de n personnes choisies au hasard. Soit E; I'événe-
ment «les personnes i et f ont leur anniversaire le méme jour». On suppose que chaque
personne a son anniversaire qui tombe sur un des 365 jours de I'année, de fagon
équiprobable. Trouver

a) P(E3,4El,2)
b) P(E, ,|E, )
¢) P(E;5E ; N E,;3)

Que peut-on conclure sur I'indépendance des (3) événements E,;?

4.10.22 Une urne contient 2n boules, dont 2 sont numérotées 1, 2 numérotées 2, ..., 2
numérotées n. Des couples de boules sont tirées successivement sans remise. Soit T le
premier tirage lors duquel les boules obtenues ont le méme numéro (7 vaut infini si
aucun couple de boules tirées n’ont le méme numéro). Pour 0 < a <1, on veut
montrer que

lim P{T > an) = ¢” %"

Ll

Pour le vérifier, posons M, le nombre de paires obtenues dans les k premiers tirages,

k=1 .,n

a) Justifier pourquoi, lorsque » est grand, M, peut étre associé au nombre de succés
dans & épreuves (approximativement) indépendantes.

b) Dans le cas ol 7 est grand, approximer P{M, = 0}

c) Deécrire 'événement «T > ¢n» en fonction de la valeur prise par I'une des variables
M,.

d) Vérifier la probabilité limite ci-dessus.

4.10.23 On admet que le nombre d’événements d'un certain type survenant pendant
un laps de temps donné est une variable aléatoire de paramétre A. Ces événements
sont enregistrés avec probabilité p (certains passent inapercus), les enregistrements
étant indépendants les uns des autres. Montrer que le nombre d’événements enregis-
trés est une variable aléatoire de Poisson de paramétre Ap. Donner une explication
intuitive soutenant ce résultat.

En application de ce qui précéde, on étudie une campagne de prospection pour
découvrir des gisements d'uranivm supposés clairement séparés les uns des autres.
Dans une région donnée, le nombre de tels gisements distincts est une variable
aléatoire de Poisson avec paramétre A = 10. Pendant la durée de la campagne la
probabilité qu'un gisement donmé soit découvert est % Trouver la probabilité que



Vanables aléatoires 167

a) exactement un gisement,

b) au moins un gisement,

¢} au plus un gisement

soit découvert lors de cette campagne,

4.10.24 Démontrer ’égalité

n _ Ai a0 _
T e ‘.—=i e *x"dx
=0

it nt),

en intégrant par parties.

4.10.25 Soit X une variable aléatoire géométrigue. Montrer par un calcul analytique
que

PX =n+k|X>n}=PX =k}

Formuler un argument intuitif en faveur de cetie équation en se basant sur le modéle
général auquel s’appliquent les variables géométriques.

4.10.26 Soit X une variable aléatoire binomiale négative de paramétres r et p et soit ¥
une variable al€atoire binomiale de parametres n et p. Montrer que

P{X>n}=P(Y<r)

On pourra tenter de démontrer analytiquement 1'expression ci-dessus en montrant
_I'identité suivante

= i-1 r - =i m i n=i
i=§+l(r _ l]p (1-p)7" = Eu[ ,.)p (1-p)

ou on pourTa tenter une preuve utilisant Pinterprétation probabiliste de ces variables
aléatoires. Autrement dit, dans ce dernier cas, on commencera par considérer une
séquence d’épreuves indépendantes ayant toutes une probabilité p de succes. Essayer
alors d'exprimer les événements {X > n} et {¥ < r} en termes de résultats de cette
séquence.

4.10.27 Pour une variable aléatoire X hypergéométrique, déterminer
P{X = k+1VP{X=k)

4,10.28 Une urne contient des boules numérotées de 1 a N. Supposons qu’on en tire
a, n < N, au hasard et sans remise. ¥ désigne le plus grand numéro tiré. Donner la
loi de Y.

4.10.29 Un bocal contient m+ n jetons numérotés de L an + m. Onen tire ». X désigne
le nombre de jetons dont le numéro est supérieur a celui de tous les jetons restés dans
le bocal. Donner la loi de X.

4.10.30 Un bocal contient n jetons. Un gargon tire les jetons un a un avec remise jus-
qu'a ce qu'il obtienne un jeton déja tiré. X désigne le nombre de tirages. Donner la loi
de probabilité de X.
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4.10.31 Montrer que 1'équation (4.19) découle de I'équation (4.18).

4.10.32 Partant d’un ensemble de » éléments, on choisit de maniére aléatoire un sous-
ensemble non vide de maniere que tous les sous-ensembles non vides aient la méme
probabilité d’étre choisis. Soit X le cardinal du sous-ensemble choisi. En utilisant les
identités données dans 1’exercice théorique 1.7.13, montrer que

Hx]=

n

= T
1
2-(3)
2?2 _n(n+1)2"?

@-

Montrer aussi que lorsque n est grand, Var(X) est d‘ordre% en ce sens que le rapport
donnant la variance s’approche de 1 lorsque n tend vers I’infini. Comparer ce résultat
avec la forme limite que prend Var(Y} quand P{Y=14{}=1/n,i=1, ., n

Var(X) =

4.11 PROBLEMES

4.11.1 On choisit deux boules au hasard d’une urne en contenant 8 blanches, 4 noires
et 2 oranges. Supposons que ’on regoive 2 § pour chaque boule noire tirée et que 'on
perde 1 § pour chaque boule blanche tirée. Désignons les gains nets par X. Quelles
sont les valeurs possibles pour X et quelles sont les probabilités associées A ces vajeurs?

4.11.2 On jette deux dés équilibrés et X désigne le produit des deux nombres obtenus.
Calculer PIX = i},i =1, 2,...

4.11.3 On jette 3 dés et on admet que les 6> = 216 résultats possibles sont tous
équiprobables. X désigne la somme des 3 nombres obtenus. Donner les probabilités
attachées aux différentes valeurs que X peut prendre.

4.11.4 On classe cing homimes et cing fernmes selon leurs résultats lors d’un examen.
On fait I'hypothése que tous les scores sont différents et que les 10! classements
possibles ont tous la méme probabilité, On désigne le rang de la meilleure femme par
X (par exemple X vaudra 2 si le meilleur résultat a €té obtenu par un homme et le
suivant par une femme). Trouver PIX = i},i = 1, 2...., 10

4.11.5 Soit X la variable aléatoire comptant la différence entre les nombres de faces et
de piles lors d’'une répétition de # jets d'une piéce. Quelles sont les valeurs que peut
prendre X?

411.6 En admettant que dans le probléme4.11.5 la piéce ait été€ équilibrée, quelles sont
les probabilités associées aux valeurs que X peut prendre forsque # = 37
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4.11.7 On jette deux fois un dé. Quelles sont les valeurs que peuvent prendre les
variables aléatoires suivantes:

a) le plus grand des deux chiffres obtenus,

b} le pius petit des deux chiffres obtenus,

¢) la somme des deux chiffres,

d) la différence entre le premier chiffre et le second?

4.11.8 Si le d¢ utilisé pour le probl2me 4.11.7 est biaisé, calculer les probabilités as-
sociées aux valeurs des quatre variables aléatoires citées A ce méme exercice.

4.11.9 Traiter I'exemple 4.2 dans le cas ol les boules sont tirées avec remise.

4.11.10 Reprendre I’exemple 4.4 et calculer la probabilité de gagner i francs sachant
que I'on gagne quelque chose; faire le calcul pour i = 1, 2, 3.

4.11.11

a) On choisit au hasard un nombre entier ¥ entre 1 et 1 000. Quelle est la probabilité
que le nombre tiré soit divisible par 3? par 57 par 7? par 15? par 105? Que devient
la réponse lorsquon remplace 1 000 par 10* et que & devient de plus en plus grand?

b) La fonction p(n) de Mébius est importante en théorie des nombres. On peut
montrer que ses propriétés sont en relation avec le probléme non résolu sans doute
le plus important en mathématiques, a savoir 'hypothése de Riemann. Cette
fonction est définie comme suit sur ’ensemble des entiers positifs: pour tout fel
entier x, on considére sa décomposition en facteurs premiers. Si dans cette décom-
position un facteur se répéte, comme dans 12 = 2-2-3 ou 49 = 7-7, u(n) est
déclaré nul. Si tous les facteurs sont distincts on affecte 4 p(n} la valeur 1 dans le
cas out ces facteurs sont en nombre impair et -1 s'ils sont en nombre pair. Par
exemple p(6) = —1 car 6 = 2- 3, mais p(30) = 1 car 30 = 2-3- 5, Soit donc un
entier N choisi au hasard entre 1 et 10* o0 £ est grand. Donner la loi de probabilité
de p(N) lorsque k tend vers I'infini.

Pour calculer P{p(N) # 0} on peut utiliser I'identité

A% QO -5

ol P, est le i-éme nombre premier en partant des plus petits, [ n’étant pas considéré
comme un nombre premier.

4.11.12 Dans ie jeu «pair — impair» les deux participants montrent chacun un ou deux
doigts et en méme temps annoncent combien de doigts ils pensent que leur adversaire
va monirer. Si 'un seulement des joueurs devine juste il gagne un nombre de francs
égal au total des doigts montrés par lui et son concurrent. Si les deux devinent
correctement ou si les deux se trompent aucun argent n’est échangé. On considére 'un
des deux joueurs et désigne par X le montant qu’il gagnera lors d’une unique partie
de «pair — impair».
a) Si les joueurs agissent indépendamment I'un de "autre et si les 4 issues possibles
au jeu sont équiprobables, quelles valeurs X peut-elle prendre et quelles sont les
probabilités qui leur sont associées?
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b) On admet toujours que les deux personnes jouent indépendamment 'une de
I"autre. Mais chaque joueur décide maintenant de lever autant de doigts qu'il pense
en voir apparaitre chez I'autre. Chaque joueur a autant de chances de montrer
1 doigt que deux. Quelles sont les valeurs possibles de X et les probabilités qui
leur sont associees?

4.11.13 Un vendeur a fixé deux rendez-vous pour vendre des encyclopédies. Au pre-
mier rendez-vous, il vendra un livre avec une probabilit€ .3 alors qu’au second, il en
vendra un avec une probabilité .6. A chaque vente, il y a autant de chances de vendre
le modele de luxe qui coftite 1 000 Frs que le modele standard qui cote 500 Frs. Dé-
terminer la distribution de X, la valeur totale en francs de toutes les ventes,

4.11.14 Cing nombres distincts sont distribués aléatoirement a des joueurs numérotés
de 1 4 5. Lorsque deux joueurs comparent leur numéro, celui qui a le plus grand est
déclaré vainqueur. Au départ, les joueurs 1 et 2 comparent leur numéro; le vainqueur
compare le sien avec le joueur 3, etc. Soit X le nombre de fois ob le joueur 1 gagne.
Trouver P{X=i},i=0,1,2,3, 4.

4.11.15 La loterie de la «National Basketball Association (NBAY» implique les 11
équipes ayant les plus mauvais rapports victoire / défaite de I'année. 66 balles sont
placées dans une urne. Sur chacune des balles est inscrit le nom d’une équipe; 11
possédent le nom de 1'équipe ayant le plus mauvais rapport, 10 possédent le nom de
I’équipe ayant le deuxiéme plus mauvais rapport, 9 possédent le nom de 1'équipe
ayant le troisigme plus mauvais rapport, etc. (1 balle ayant le nom de 1’équipe au
onziéme plus mauvais rapport). Une balle est choisie au hasard et 1’équipe dont le
nom est sur ia balle peut choisir en premier un joueur sur la liste de recrutement. Une
autre balle est tirée et si elle représente une équipe différente de celle choisie en
premier, alors I’équipe dont le nom est sur cette deuxiéme balle peut choisir A son tour
un joneur sur la liste de recrutement. (Si la balle représente 1"équipe qui a eu le
premier choix, elle est mise de c5té et on en choisit une autre; ceci continue jusqu'a ce
qu’une balle d’une autre équipe soit choisie.) Finalement, une autre balle est choisie et
I'équipe marquée sur la balle (a condition qu’'elle soit différente des deux équipes
précédentes) peut choisir un joueur en troisiéme. Les joueurs 4 A 11 restant dans la
liste de recrutement sont attribués aux 8 équipes qui n’ont pas «gagné a la loterie»
selon I’ordre inverse de leurs résultats. Par exemple, si I'équipe au pire résultat ne fait
pas partie des 3 vainqueurs de la loterie, elle pourra choisir en quatriéme. Soit X la
position du choix de I’équipe au plus mauvais résultat. Quelle est la distribution de X?

4.11.16 Dans le probléme 4.11.15, soit 1'équipe 1 celle ayant le plus mauvais score,
soit I'équipe 2 celle ayant le deuxiéme plus mauvais score, etc. Soit ¥; 1'équipe qui
peut choisir en i-idme position. Donc ¥; = 3 si la premiére balle choisie représente
1"équipe 3. Trouver la distribution de

a)r;

b) ¥y

C) Y. 3.
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4.11.17 La fonction de répartition d’une variable X est la suivante:

] b<0
g O0=<b<1
F(b)=<%+% l=b<2
% 2=b<3

[ 1 3=bh

a) Trouver P{X = i},i= 1,2, 3. b) Trouver P{ % <X< % }.

4.11.18 On lance 'quatre fois une piece équilibrée. X désigne le nombre de piles obte-
nus. Représenter graphiquement 13 loi de probabilité de X — 2.

4.11.1% La fonction de répartition de X est donnée par

=

F
o WA AN =
= She <

h<(
0=bh<l1
1=b<x2
2=5H<3
3=b<35
b=3.5

F(b) =4

Calculer la loi de probabilité de X,

4.11.20 Un livre de jeux recommande la «stratégic gagnante» suivante pour le jeu de
1a roulette, Il recommande de miser 1 Fr sur le rouge. Si le rouge apparait (ce qui a
une probabilité 18 / 38), le joueur doit prendre son profit de 1 Fr et arréter. Si le
Joueur perd {ce qui a une probabilité 20 / 38}, il doit & nouveau miser 1 Fr sur le rouge
lors des deux prochains tours puis arréter. Soit X le gain du joueur quand il s’arréte.

a) Trouver P{X > 0}.

b) Etes-vous convaincus que ceite stratégie est vraiment une stratégie «gagnante»?
Expliquer votre réponse!

¢) Calculer E[X].

4,11.21 Quatre bus transportant 148 éléves de la méme école arrivent a un stade de
football. Les bus transportent respectivement 40, 33, 25 et 50 €léves. Un des émdiants
est choisi au hasard. Soit X le nembre d’étudiants qui était dans le bus de cet éléve
choisi aléatoirement. Un des quatre chauffeurs de bus est également choisi au hasard.
Soit ¥ le nombre d'€l2ves dans son bus,

a) Entre E[X] et E[Y], de laquelle diriez-vous qu’elle est la plus grande? Pourquoi?

b) Calculer Ej X] et E[Y].
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4.11.22 Supposer que deux équipes jouent une sériec de maichs qui se termine
lorsqu'une des deux a gagné i/ matchs. Supposer que chaque match joué est,
indépendamment, gagné par le joueur A avec probabilité p. Trouver I’espérance du
nombre de matchs joués lorsque

a)i=2;

byi=3.

Montrer aussi dans les deux cas que ce nombre est maximisé lorsque p=1/2.

4.11.23 On sait qu'une boite de 5 composants électriques en comporte deux qui sont
défectueux. Les composants sont choisis au hasard et tesiés 'un aprés 'autre. Trouver
Fespérance du nombre de test qu’il faudra effectuer pour trouver les deux éléments
défectueux.

4.11.24 A et B jouent au jeu suivant: A écrit soit ie nombre 1, soit le nombre 2 et B
doit deviner lequel a été écrit. Si / est le nombre écrit par A4 et que B le devine
correctement, B regoit / unités de la part de 4. Si B se trompe, alors B paie i d’unité
& A. 8i B prend sa décision de fagon aléatoire mais en accordant a t le poids p et 2
le poids (1 — p), déterminer 1'espérance de son gain dans les cas suivants:

a) A a écrit le nombre 1;

b) A a écrit le nombre 2.

Quelle est la valeur de p qui rend maximal le minimum des espérances de gain de
Bet combien vaut ce maximum? (On remarguera que I'espérance du gain de B dépend
non seulement de p, mais aussi de ce que A fait).

Considérons maintenant le joueur A. Supposons que lui aussi prend sa décision
au hasard en écrivant le nombre 1 avec probabilité ¢. Quelle est "espérance de perte
de A si
¢) B choisit le nombre |,

d) B choisit le nombre 2.

Quelle est la valeur de g rendant minimum le maximum des espérances de perte
de A7 Montrer que le minimum du maximum des espérances de perte de A est égal
au maximum du minimum des espérances de perte de B. Ce résultat, connu sous le
nom de théoréme du minimax, fut démontré dans toute sa généralité a I'origine par
le mathématicien John von Neumann. Tl constitue le résultat fondamental de la
discipline mathématique qu'est la théorie des jeux. La valeur commune est appelée
valeur du jeu pour le joveur B.

4.11.25 On choisit au hasard un nombre compris entre 1 et 10. Vous devez deviner ce

nombre en posant des questions auxquelles il ne sera répondu que par oui ou non,

Calculer 'esperance du nombre de questions nécessaires dans les deux cas suivants:

a) votre j-éme question est du type «Est-ce i?,{ = 1,2, 3, 4,5,6,7, 8,9, 10;

b} avec chaque question, vous essayez d’éliminer a peu prés la moitié des nombres
encore possibles.

4.11.26 Une compagnie d’assurance établit un contrat stipulant qu'une somme d'ar-
gent A doit étre versée si un événement E se produit dans un intervalle d'un an. La
compagnie estime que la probabilité que E se produise en I'espace d'un an est p.
Comment calculer la prime d’assurance de facon que le bénéfice représente 10%
de A?
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4.11.27 Le type le plus répandu de machines  sous posséde trois roues munies cha-
cune de 20 symboles (cerises, citrons, prunes, oranges, cloches et barres). Voici la
description d’un jeu typique de ces roues:

Roue 1 Roue 2 Roue 3

Cerises 7 7 0
Oranges 3 7 6
Citrons 3 0 4
Prunes 4 1 6
Cloches 2 2 3
Barres 1 3 1

20 20 20

Ce tableau indigue que des 20 symboles de la roue n°® 1, 7 sont des cerises, 3 des
oranges, etc... Le gain ordinaire par piéce misée est indiqué dans le tableau suivant:

Roue | Roue 2 Roue 3 Gain
barre barre barre 60
cloche cloche cloche 20
cloche cloche barre 18
prune prune prune 14
orange orange orange 10
orange orange barre 8
cerise cerise n’importe quoi 4
cerise tout sauf cerise n’importe quoi 2
autres combinaisons -1

Calculer le gain que I’on peut espérer en jouant une partie avec une telle machine. On
admet que les roues se meuvent de maniére indépendante.

4.11.28 Un échantillon de trois objets est choisi au hasard d'une boite en contenant
20, dont 4 sont défectueux. Trouver 'espérance du nombre des objets défectueux dans
'échantillon.

4.11.29 Une machine peut tomber en panne pour deux raisons. Le diagnostic de la
premiére cause colite €| francs; s'il est positif, la réparation codte alors R, francs. De
fagon analogue, la seconde cause de panne occasionne des colts C, et R,. Soient p
et (1 — p) respectivement les probabilités d’occurrence de la premicre et de la seconde
pannes. Quelles sont les conditions que doivent satisfaire p, C, R, i = 1, 2 pour qu’il
revienne en moyenne moins cher d'examiner la premiére cause de panne d’abord,
plutdt que de conduire 'examen de fagon inverse? On admettra que si le premier
examen est négatif, le deuxiéme devra malgré tout étre fait.
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4,11,.30 Un individu jette une piece de monnaie équilibrée jusqu’a ce que pile appa-

raisse pour la premiére fois. Si pile apparait au n-iéme jet, 'individu gagne 2” francs.

Soit X, le gain du joueur. Montrer que E[X] = + oo. Ce probléme porte le nom de

paradoxe de St-Petersbourg.

a) Seriez-vous disposé a payer 1 million pour jouer une fois 3 ce jeu?

b) Seriez-vous disposé a payer | million par partie en admettant que vous puissiez
jouer aussi longtemps que vous le désirez et que vous n'ayez 4 régler les comples
qu'au moment de I'arrét du jeu?

4.11.31 Chaque nuit, différents météorologues nous donnent la probabilité qu’ii
pleuve le lendemain. Pour juger leurs prédictions, nous allons les noter de la maniére
suivante: si un météorclogue prévoit qu’il pleuvra avec probabilité p, il recevra une
note de '

1-(1- p)2 s' il pleut

(1- p) s'il ne pleut pas

Nous regarderons les notes sur un certain laps de temps et concluerons que le
météorologue ayant la meilleure moyenne est le meilleur prédicteur. Supposons a
présent qu’un météorologue donné est au courant de ce procédé et souhaite maximiser
I’espérance de son score. Si cette personne croit vraiment qu’il plenvra demain avec
probabilité p*, quelle valeur de p doit-elle proposer pour maximiser I’espérance de
son score?

4.11.32 Cent personnes subissent une analyse de sang pour qu’or puisse déterminer
si oui ou non elles souffrent d’une certaine maladie. Cependant, plutdt que de tester
chaque personne individuellement, il a été décidé de former des groupes de dix
personnes. Les échantillons de sang des dix personnes de chaque groupe seront
mélangés et analysés ensemble. Si le test est négatif, un seul test suffira pour ces dix
personnes; cependant, si le test est positif, chacune des dix personnes sera examinée
individuellement et en tout, 11 tests seront effectués pour ce groupe. On suppose que
1a probabilité qu'une personne soit atteinte de la maladie est 0.1 et que la maladie
frappe les gens indépendamment les uns des autres. Calculer 1’espérance du nombre
de tests qu’il faudra faire sur les cent personnes. On admet ici que 1’échantilion
commun de 10 personnes sera positif dés qu’aun moins une de ces personnes est
malade.

4.11.33 Un vendeur de journaux achéte ses journaux 10 centimes et les revend 15
centimes. Cependant, il ne peut pas se faire rembourser les exemplaires invendus. Si
la demande journali¢re est une variable aléatoire binomiale de paramétres n = 300 et
p =1/ 3, quel est approximativement le nombre de journaux qu’il deit acheter afin de
maximiser |'espérance de son bénéfice?

4.11.34 Supposons que le grand magasin décrit dans I’exemple 4.12 encoure un cofit
additionnel ¢ pour chaque demande non satisfaite (ceci est fréquemment appelé un
colit en «goodwill» car le magasin perd un peu de la confiance des clients dont la
demande n’est pas satisfaite). Calculer ’espérance de profit si le stock est de s unités
et déterminer la valeur de s qui maximise ce profit,
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4.11.35 Une bofte contient 5 billes rouges et 5 billes bleues. Deux billes sont tirées au
hasard. Si elles sont de 1a mé&me couleur, vous gagnez 1.10 Frs; si elles sont de
couleurs différentes, vous perdez 1.00 Fr. Calculer

a) I'espérance du gain;

b) la variance du gain.

4.11.36 Considérer le probléme 4.11.22 avec i = 2. Trouver la variance du nombre de
matchs joués et montrer que ce nombre est maximisé lorsque p=1/2.

4.11.37 Trouver Var(X) et Var(¥) pour X et ¥ donnés dans le probléme 4.11.21.

4.11.38 Si E{X] =1 et Var(X) = 5, trouver

a) E[(z + x)z];

b) Var(4 + 3X).

4.11.3% On tire une boule d’une urne en contenant 3 blanches et 3 noires, On lareplace
aprés tirage, pour recommencer indéfiniment cette séquence d’opérations. Quelle est
la probabilité de trouver exactement deux boules blanches parmi les quatre premiéres
boules tirées?

4.11.40 Un examen est administré sous forme d’un questionnaire de 5 questions a
3 choix multiples chacune. Quelle est la probabilité qu’un étudiant obtienne 4 bonnes
réponses ou plus en devinant?

4,11.41 Un homme prétend avoir des capacités de perception extrasensorielle. Le test
qu'on lui administre consiste 4 lui faire deviner les 10 résultats des 10 jets d'une piéce
équilibrée. 11 donne 7 bonnes réponses. Quelle est la probabilité qu’il obtienne un
résultat aussi bon ou meilleur 't n’a aucune capacité de perception extrasensorielle?

4.11.42 Les moteurs d’un avion ont une probabilité 1 — p de défaillance en cours de
vol, et ce indépendamment les uns des autres. Un avion a besoin d’une majorité de
ses moteurs pour pouvoir terminer son vol. Pour quelles valeurs de p un avion 4 ¢ing
moteurs est-il préférable a un trimoteur?

4.11.43 Un canal de transmission d’information ne peut traiter que des 0 et des 1. A
cause de perturbations dues & Pélectricité statique chague chiffre transmis 1'est avec
une probabilité d’erreur de 0,2. Admettons que I'on veuille transmetire un message
important limité a | signal binaire. Pour éviter une erreur on transmettra 00000 au
ieude 0et 11111 au lieu de 1. Si le récepteur décode suivant la régle de majorité, quelle
est la probabilité que le message soit mal interpréte? Quelles hypothéses d’indépen-
dance devez-vous faire?

4,11.44 Un systéme de communication par satellite se compose de 7 sous-systémes et
fonctionne un jour donné si ce jour-la au moins & des sous-systémes sont opération-
nels. Par temps pluvieux, chaque sous-systéme fonctionne avec probabilité p,, indé-
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pendamment des autres. De méme par temps sec, mais avec une probabilité p,. Si «
désigne la probabilité qu'il pleuve demain, quelle est la probabilité que le systéme total
fonctionne alors?

4.11.45 Un étudiant se prépare A passer un examen oral important. Il se préoccupe de
la question de savoir §'il sera en forme ou non. Son opinion est que 5'il est en forme
chacun de ses examinateurs le jugera suffisant avec une probabilité de 0,8 et indépen-
damment des autres examinateurs. Dans le cas contraire, cette probabilité tombe a
0.4. L'e¢tudiant est promu si une majorité de ses examinateurs le juge suffisant. Par
ailleurs, il pense avoir deux fois plus de chances d’étre en méforme gqu’en forme. A-t-il
plus intérét 4 demander un contréle par 3 ou 5 examinateurs?

4.11.46 Au moins 9 des 12 jurés réunis doivent estimer 1’accusé coupable pour rendre
le jugement exécutoire. Supposons que Ja probabilité pour un juré d’estimer un
coupable innocent est 0,2 tandis qu’elle est de 0,1 de commettre Ferreur contraire. Les
jurés décident en toute indépendance et 65% des accusés sont coupables. Trouver Ja
probabilité que le jury rende une sentence correcte. Quel pourcentage des accusés sera
condamné?

4.11.47 Dans certains tribunaux militaires on désigne 9 juges pour une affaire, Cepen-

dant le procureur, autant que 'avocat de la défense, peuvent faire opposition 4 la

désignation de tout juge, auquel cas le juge écarté n’est pas remplacé. Un accusé est

déclaré coupable si la majorité des juges le déclarent coupable et est considéré comme

innocent sinon. On suppose que dans le cas d’un accusé réellement coupable chaque

juge votera la culpabilité (indépendamment des autres) avec probabilite 0,7, cette

probabilité n’est que 0,3 lorsque I'accusé est innocent.

a) Quelle est la probabilité qu'un accusé coupable soit jugé tel sil ¥ a 9 juges?
8 juges? 7 juges?

b) Qu’en est-il si Paccusé est innocent?

¢} Dans un cas le procureur n'exerce pas son droit d’opposition. Par ailleurs I'avocat
de la défense est limité a 2 oppositicns. Combien d’oppositions a-t-il intérét a faire
$'il pense que son client a 60% de risques d’étre coupable?

4.11.48 On sait que les disquettes produites par une certaine firme sont défectueuses
avec une probabilité de 0,01, indépendamment les unes des autres. La compagnie vend
les disquettes par lots de 10 et garantit contre remboursement qu'au plus 1 des 10
disquettes du lot ¢st défectucuse. A I'achat de 3 lots, quelle est la probabilité qu'un
lot exactement doive étre retourné? :

4.11.4% On suppose que 10 % des puces produites par une usine de matériel d’ordina-
teurs sont défectueuses. Si 'on commande 100 puces, le nombre de puces défectueuses
suit-il une loi binomiale?

4.11.50 Supposer qu'on lance dix fois une pidce biaisée qui tombe sur face avec
probabilité p. Sachant qu’on a obtenu 6 faces, trouver la probabilité conditionnelle
que les 3 premiers tirages soient

a) F, P, P (signifiant que le premier tirage est face et que les deux autres sont pile);
byP, F, P
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4.11.51 L’espérance du nombre d’erreurs typographiques sur une page d’un certain
magazine est .2. Quelle est la probabilité que la prochaine page lue contienne a) 0,
b) 2 ou plus d’erreurs typographiques? Expliquer votre raisonnement!

4.11.52 Le nombre moyen d’accidents d’avions commerciaux par mois dans le
monde est 3.5. Quelle est la probabilité qu’il y ait

a) au moins 2 accidents le mois prochain;

b) au plus 1 accident le mois prochain?

Expliquer votre raisonnement!

4.11.53 On a célébré environ 80 000 mariages 1'an dernier dans 1’état de New-York.
Estimer la probabilité que pour au moins un de ces couples

a) les deux époux soient nés le 30 avril;

b) les deux époux célébrent leurs anniversaires le méme jour de ’année.

Poser vos hypothéses.

4.11.54 Supposer que le nombre moyen de voitures abandonnées chaque semaine sur
une certaine autoroute est 2.2, Calculer la probabilité qu’il y ait

a) aucune voiture abandonnée la semaine prochaine;

b) au moins 2 voitures abandonnées la semaine prochaine.

4.11.55 Une agence de dactylographie emploie 2 dactylos. Le nombre d’erreurs par
article est 3 pour le premier dactylo et 4.2 pour le second. Si un article a autant de
chance d'étre tapé par I'un ou 1'autre dactylo, quelle est la probabilité¢ qu’il ne
contienne pas d’erreur?

4.11.56 Combien de personnes faut-if pour que la probabilité qu’au moins une d’entre
elles soit née le méme jour que vous soit supérieure 4 1/2?

4.11.57 On admet que le nombre d’accidents survenant sur une autoroute quotidien-
nement est une variable aléatoire de Poisson de parametre A = 3.

a) Quelle est fa probabilité qu'il survienne 3 accidents ou plus lors d’un jour donné?
b) Méme question si I'on sait qu'un accident au moins a eu lieu.

4.11.58 Comparer 1'approximation poissonnienne aux probabilités exactes données
par la loi binomiale dans les cas suivants:

a) P{X =2} lorsque n= 8,p = 0,1;

by P{X =9} lorsque n= 10,p = 0,95

¢} P{X =0} lorsque n= 10,p = 0,1;

d) P{X =4} lorsque n= 9,p = 0.2.

4,11,59 Vous participez A 50 tirages consécutifs d'une loterie. A chaque tirage la
probabilité que vous gagniez un prix est -"'—m Quelle est la probabilité (approximative)
que vous gagniez un prix

a) av moins une fois;

b) exactement une fois;

¢} au moins deux fois?
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4,11.60 Le nombre de rhumes attrapés par un individu en 1’espace d'un an est une
variable aléatoire de Poisson de paramétre & = 5. Admettons qu'un reméde miracle
(basé sur leffet de vitamine C a haute dose} ait été lancé sur le marché et qu’il abaisse
le paramétre A & 3 pour 75% de la population. Pour les 25 derniers pourcents de la
population le reméde n’a pas d'effet appréciable. Un individu essaie ce médicament
pendant un an et attrape deux rhumes. Quelle est la probabilité que le reméde ait un
effet sur lui?

4.11.61 Au poker, Ja probabilité de se voir distribuer une main pleine est approximati-
vement 0,0014. Calculer une approximation de la probabilité d’obtenir au moins deux
mains pleines sur | 000 donnes.

4.11.62 Si I’'on place n couples mariés autour d'une table, calculer la probabilité
approximative qu'aucune femme ne se trouve a cdté de son mari. Lorsque n = 10
comparer le résultat avec la valeur exacte donnée dans 1'exemple 2.14 du chapitre 2.

4.11.63 Les gens entrent dans un casino au rythme d’une personne toutes les deux

minutes.

a) Quelle est la probabilité qu'il n’entre personne entre [2 h et 12 h 05?

b} Quelle est la probabilité que 4 personnes au moins se présentent durant cette méme
période?

4.11.64 Le taux de suicide pour un pays donné est de 1 personne pour 100000

habitants et par mois.

a} Quelle est la probabilité qu’il y ait § suicides ou plus en un mois dans une ville de
400 000 dmes?

b) Quelle est la probabilité qu'au cours d’une année le nombre de suicides mensuels
dépasse deux fois ou plus le niveau de 8? '

¢} Le mois en cours étant appelé mois 1, guelle est la probabilité que e premier mois
ot 'on enregistre § suicides ou plus soit le mois £, i = 1?

Quelles hypothéses faites-vous?

4.11.65 Chacun des soldats d’une troupe de 500 hommes est porteur d’une certaine

maladie avec probabilité ﬁ Cette maladie est détectable a I'aide d'un test sanguin

et, pour faciliter les choses, on ne teste qu'un mélange du sang de chacun des 500 sol-
dats.

a) Quelle est la probabilité (approximative) que le test soit positif, indiquant par ka
qu'au moins une des personnes est malade?

On suppose par la suite que le test a eté posilil.

b) Quelle est la probabilité que dans ce cas plus d’une personne soit malade?

c) L’une de ces 500 personnes s’appelie Jones, et Jones sait qu'il est porteur de la
maladie. Quelle doit étre, de son point de vue, la probabilité qu’une autre personne
au moins soit porteuse de |z maladie?

d) Le test étant positif, il est decidé que des tests individuels seront menés. Les i — |
premiers de ces tests sont négatifs, Le i~éme est positil - ¢’est celui de Jones. Quelle
est [a probabifité qu'une des personnes restantes au moins soil encore malade, en
fonction de i?
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4.11.66 On considére une roue de roulette comprenant 38 cases numérotées 0, 00 et
de 1 4 36. Smith parie régulidrement sur la sortie des numéros 1 i 12, a} Quelle est la
* probabilité qu’il perde ses 5 premiers paris? by Quelle est la probabilité que son premier
gain survienne lors du quatriéme tirage?

4.11.67 Deux équipes de sportifs disputent une série de matchs. La premitre équipe 2
enregistrer 4 victoires est déclarée gagnante de la série. On admet que 'une d’elles est
plus forte que 'autre et remporte un match avec probabilité 0,6, indépendamment de
I'issue des autres parties. Trouver la probabilité que cette équipe remporte la série en
i jeux exactement. Calculer ce résultat pour i = 4, 5, 6, 7. Comparer ces résultats avec
celui obtenu sous I'’hypothése que I'équipe gagnante est la premiére i enregistrer
2 victoires seulement.

4.11.68 Supposer dans le probleme 4.11.67 que les deux équipes sont de force égale
et que chacune a une probabilité 1 /2 de gagner chaque match. Trouver I'espérance du
nombre de matchs joués,

4.11.69% Un journaliste se voit remettre une liste de personnes 2 interviewer. Il doit
interroger 5 personnes au moins. Les interviewés potentiels n'acceptent de parler
qu'avec une probabilité de % indépendamment les uns des autres. Quelle est la
probabilité qu'il puisse réaliser ses 5 entretiens si la liste compte

a) 5 noms?

b) 8 noms?

Dans ce dernier cas quelle est la probabilité qu'il puisse parler a

€) 6 personnes exactement?

d) 7 exactement?

4.11.70 On jette une pidce de monnaie jusqu’a obtenir pile pour la deuxieme fois. La
variable X compte le nombre d’apparitions de face. Quelle est 1a loi de X?

4.11.71 Résoudre le probléme des allumettes de Banach (exemple 4.34) lorsque la
boite de gauche contient initialement N, allumeites contre N, pour la boite de droite.

4.11.72 Dans le probleme des boftes d'allumettes de Banach, trouverla probabilité que
lorsque ta premiére boite est vidée (plutdt que trouvée vide), I'autre boite contienne
exactement k allumeties.

4.11.73 Une urne contient 4 boules blanches et 4 noires. On tire 4 boules au hasard.
Si deux sont blanches et deux sont noires on s'arréte. Sinon on remet les boules dans
urne et recommence le tirage, jusqu’a obtenir deux blanches et deux noires. Quelle
est la probabilité qu'il faille exactement » tirages avant de s'arréter?

4.11.74 Dans le probléme 4.11.67, trouver la probabilité conditionnelle que 1’équipe
la plus forte

a) gagne la compétition sachant qu’eile a gagné le premier match;

b) gagne le premier match sachant qu'elle a gagné la compétition.
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4.1L.75 Keno est le nom d’un jeu populaire dans les maisons de jeux du Nevada. On
y joue comme suit: la banque choisit au hasard 20 nombres parmi 'ensemble des
nombres compris entre 1 et 80. Un joueur peut choisir entre | et 15 de ces 80 nombres.
Un gain survient [orsqu’une certaine fraction des nombres du joueur correspond i
certains de ceux choisis par la banque. Le montant du gain dépend du nombre
d'éléments dans le jeu du joueur et du nombre de correspendances. Par exemple, si
le joueur ne prend qu'un nombre il gagnera si ce nombre est dans le lot des 20 nombres
de la banque; le rapport sera dans ce cas 2,2 : 1, soit 2,20 dollars par dollar de mise.
(Comme la probabilité de gagner dans cette situation est 3, le rapport juste serait
3 : 1). Lorsqu'un joueur prend deux nombres, le rapport est 12 : 1 dans le cas ou
les deux nombres sont gagnants.
a) Quel serait le juste rapport dans ce dernier cas?
On note par P, la probabilité que & exaciement des » nombres pris par le joueur
soient gagnants.
b) Calculer P,,.
¢} La mise la plus courante au Keno consisie a prendre 10 nombres. Le tableau 4.7
indique les rapports payés par la banque. Construire 1a derniére colonne de ce
tableau.

Nombre de Rapport brut par  Rapport équitable
concordarces dollar de mise

0-4 —1

5 1

6 17

7 179

8 1,299

9 2,599

10 24,999

Tableau 4.8 Rapports au Keno pour des prises de 10 nombres

4,11.76 On considére la situation présentée dans 'exemple 4.38. Quel pourcentage de
lots & § composantes défectueuses sera-t-il rejeté par I’acheteur? Calculer le résultat
pour § = |,....4. Si un lot est rejeté, guelle est la probabilité qu'il contienne 4 compo-
sants deéfectvenx?

4.11.77 Un industriel achéte les transistors par lots de 20. Sa stratégie consiste i tesler
seulement 4 transistors par lol, pris au hasard, et & n"accepter le lot que si tous sont
en bon état. Si la probabilite pour un (ransistor isolé d'é&tre malformeé est 0.1, ceci
indépendamment de 'état des autres transistors, quelle proportion des tots sera
refusée par 'industriel?
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Calcul de la fonction de vépartition binomiale (voir section 4.7.6)

10
20
30
40
50
60
70
80
20

PRINT*THE DISTRIBUTION FUNCTION OF A BINOMIAL(nh,p) RANDOM VARIABLE"
PRINT *ENTER h"

INPUT N

PRINT "ENTER p*

INPUT P

PRINT YENTER i®

INPUT I

S=(1-P)~N

IF $=0 GOTO 180

100 A=P/(1-P)

110 T=5

120 IF I=0 GOTO 390

130 FOR K=0 TO I-1

140 S=SaA*(N-K)/(K+1)

150 T=T+S

160 NEXT K

170 GOTO 390

180 J=I

190 IF J>N*P THEN J=INT{N*P)
200 FOR K=1 TO J

210 L=L4ALOG{N+1-K) -LOG (J+1-K)
220 NEXT K

230 L=L+J*LOG(P)+{N-J) *LOG(1-P)
240 L=EXP(L)

250 Ba=(1-P}/P

260 F=1

270 FOR K=1 TO J

280 F=F+B*(J+1-K)/ (N-J+K)
290 T=T+F

300 NEXT K

310 IF J=I GOTO 380

320 C=1/B

330 F=1

340 FOR K=1 TO I-J

350 F=F*C# (K+1=-J=K)/ (J+K}
360 T=T+F

370 NEXT K

380 T={T+1)*L

390 PRINT THE PROBABILITY IS";T
400 END

Caleul de la fonction de répartition de Poisson (voir section 4.8.10)

10
20
30
40
50
60
70
80
90
100
110
120
130
140
150
160
170
180
190
200

PRINT "THE PROBABILITY THAT A PQOISSON VARIABLE IS LESS THAN OR EQUAL TO i"
PRINT "ENTER THE MEAN OF THE RANDOM VARIABLE™
INPUT C

PRINT “ENTER THE DESIRED VALUE OF i®

INPUT X

S=EXP(-C)

IF =0 GOTO 150
T=S

IF I=0 GOTO 340

FOR K=0 TO I-1

Sag*C/ (K+1}

T=T+S

NEXT K

GOTO 340

J=I

IF J>»C THEN J=INT(C)

FOR K=1 TO J

FAC=FAC+LOG (K)

NEXT K

La«C=FAC+I*1.0G (C)
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210
220
2310
240
250
260
270
280
290
00
o
320
330
240
150

Initiation aux probabilités

1=EXP (L)

F=1

FOR K=1 TO J
F=F#(J+1=-K}/C
T=T+F

NEXT K

IF J=I GOTO 330
F=1

FOR ¥K=1 TO I~J
Fu=F*C/ (F+T)
T=T+F

NEXT K
T=(T+1)*L
PRINT "THE PROBAPILITY IS";T
END



CHAPITRE 5

Variables aléatoires continues

5.1 INTRODUCTION
£.1.1 Définitions

Dans le chapitre 4 nous avons traité des variables aléatoires discrtes, c’est-a-dire
de variables dont I'ensemble des états est fini ou infini dénombrable. Il existe
cependant des variables dont I'ensemble des états possibles est infini non dé-
nombrable. On peut citer par exemple I'heure d’arrivée d’un train 4 une gare donnée
ou encore la durée de vie d'un transistor. Désignons par X une telle variable. On
qualifiera X de variable aléatoire continue' il existe une fonction f non négative
définie pour tout x € R et vérifiant pour tout ensemble B de nombres réels la propriéte:

P{Xec B} = J f(x) dx (.1

La fonction f est appelée densité de probabilité de la variable aléatoire X,

En d’autres termes, (5.1) signifie que la probabilité que X prenne une valeur de
B peut €tre obtenue en intégrant ia densité de probabilité sur B. Du fait que X doit
bien prendre une valeur, il résulte la contrainte suivante pour f

1= P{X € (—00,00)} = J f(x) dx

Tous les problémes de probabilité relatifs 4 X peuvent étre traités grice a f. Par
exemple pour B = [a, b] on obtient grice a (5.1):

' On dit parfois absolument continue.
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b

Pla=sX=b}= j fix) dx (5.2)
Si I'on pose a = b dans (5.2), il résulte
P{X=a}=J fixydx=0

Ceci signifie en clair que la probabilité qu’une variable aléatoire continue prenne une
valeur isolée fixe est toujours nulle. Aussi peut-on écrire pour une telle variable

P{X < a}=P{X = a} = F(a) =I flx) dx

5.1.2 Exemples de variables aléatoires continues
Exemple 5.1 Supposons que X soit une variable aléatoire continue dont la densité est

Cldx—2xY) 0<x<2

0 sinon

f(x)=[

a) Quelle est la valeur de C? b) Que vaut P{X > 1}?

SOLUTION. a) Du fait que fest une densité, elle vérifie la relation '~ f(x)dx = 1, ce
qui entraine & son tour que

2
C‘J (4x—2x7) dx =1
0

ou
213] xm=2
Cl2xt-= =
[Zx 3 - 1
ou
3
=3
Donc
ao 2
b) P{X>l}==j f(x)dx=§f (4x —2x%) dx =}
1 1 | ]

Exemple 5.2 La durée de fonctionnement d’un ordinateur avant sa premiére panne
est une variable aléatoire continue de densité donnée par

’\e—x:’lﬂﬁ x=0

f(x)={0 x<0
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a) Quelle est la probabilité que cette durée de fonctionnement soit comprise entre 50
et 150 heures? b) Quelle est ta probabilité que I’ ordinateur fonctionne moins de 100
heures?

SOLUTION. a} Comme
1=J f(x)dx=;\J e /1% gy
g 0

on obtient

© 1
= 100 A=
. ou 100

Ainsi la probabilité que la durée de fonctionnement de P'ordinateur soit comprise
entre 50 et 150 heures est donnée par

1 = —A(100)e */1%°

150 150
1

P[50 < X <150 =j — N0 g —xuoo|
! ) so 100 €

=e V-V = 133

50

b} De la méme maniére

100
=1—e" = 632

0

100 l
PX <100} = J e /10 dyx = —¢7 10

En d’autres termes, I'ordinateur tombera en panne avant sa 100-iéme heure de service
63,3 fois sur 100 en moyenne. ]

Exemple 5.3 La durée de vie d’un certain type de diode de radio est une variable
aléatoire de densité donnée par
0 x =100

(x) =
! 1_02(] x> 100

Quelle est la probabilité qu’exactement 2 des 5 diodes de ce type doivent étre rempla-
cées lors des 150 premiéres heures de service de la radio? On admettra que les
événements E; «la iéme diode doit étre remplacée avant la 150-iéme heure de
servicen, i = 1, 2, 3, 4, 5, sont indépendants.

SOLUTION. On a

150
P(E) = L f(x) dx

150
= 100J x "2 dx
1

L1]
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L'indépendance des E; permet alors d’écrire la probabilité chercheée
()G 6 -5
2/\3) \3/ T 243 “

5.1.3 Fonction de répartition d’une variable aléatoire continue

La relation entre 1a fonction de répartition F et la densité f'd’une variable aléatoire
continue X est donnée par

F(a) = P{iX e (-, a]} = J f(x) dx
La dérivation des deux membres dans |"¢quation ci-dessus livre

d —
5F(a) = f(a)

Autrement dit, la densité d’une variable aléatoire continue est la dérivée de la fonction
de répartition.

5.1.4 Interprétation intuitive de la densite

On peut dériver de (5.2) une interprétation plus intuitive de la notion de densité,
En effet,

a+ef2
P{a—§£X5a+f} =I f(x) dx ~ ef(a)

2 a—-ef2

lorsque € est petit et si f{*) est continue en x = 4. En d’autres termes, la probabilité
que X prenne une valeur dans un intervalle de longueur £ centré en a est approximati-
vement ¢f(a). On en conclut que f(a) est une sorte de mesure de la probabilité que
X soit proche de a.

5.2 ESPERANCE ET V ARIANCE DE V ARIABLES ALEATOIRES CONTINUES

5.2.1 Définition de ’espérance d’une variable aléatoire continue
Dans le chapitre 4, nous avons défini I’espérance d’une variable aléatoire discréte
X par
EHX]=ZxP{X =x}

8i X est une variable aléatoire continue ayant pour densité f{x), alors comie
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f(x)de = P{xs X < x+dx} pour dx petit
il est facile de voir que la définition analogue de I’espérance de X est

Elx]= [f(s)as

£.2.2 Exemples d’espérance de variables continues

Exemple 5.4 Trouver E{X] lorsque la densité de X est

2x si 0sx<1
f(x) - {0 sinon
SOLUTICN,
E[X] = fxf (x)dx
.2
= [2x"dx
0
=2
3
]
Exemple 5.5 La densité de X est donnée par
1 si 0sxg1
.f(x) - {0 sinon

Trouver E[ex ] .

SoLUTION, Soit ¥ = e*. Commencons par déterminer la fonction de distribution Fy de
YPowrlsx=e,

F(x)=P{Y sx}
= Ple" sx}
= P{X < log(x)}
log(x)
= i F(»)dy
= log(x)
En dérivant F{(x}, on obtient la densité de ¥:

1
H(x)=—, 1sxge
X
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Donc

He*| = E¥)= [ (x)ae

dx

l
-t

e—1

]

5.2.3 Espérance d’une fonction d’une variable aléatoire continue

Bien que la méthode employée dans I'exemple 5.5 pour calculer I’espérance d’une
fonction de X soit toujours applicable, il existe, comme dans le cas discret, une autre
fagon de procéder. Le théoréme suivant est une analogie directe du théoréme 4.1 du
chapitre 4.

Théoréme 5.1
$i X est une variable aléatoire continue de densité fix), alors pour toute fonction
réelle g on aura

Elg(x)] = Te(x)r(s)ax

Une application du théoréme 5.1 4 I’exemple 5.5 donne

E[ex]=]e’dx comme f{x)=1, 0O<x<l

ce qui correspond au résultat de I’exemple.

La preuve du théoréme 5.1 est plus compliquée que dans le cas discret et nous en
présenterons une sous la condition que la variable aléatoire g(X) est non négative.
(Des indices pour la preuve générale sont donnés dans les exercices théorigues 5.8.2
et 5.8.3.) Pour la démonstration, nous aurons besoin du théoréme suivant.

Théoréme 5.2
Pour une variable aléatoire Y non négative,

HY]= [P{Y >}y

DEMONSTRATION. Nous présentons ici une preuve pour le cas ol Y est une variable
aléatoire continue de densité fy. On a

ZP{Y > yhdy = z]:fr(-")d"d)’
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ol nous avons utilisé le fait queP{Y>y} jf,(x)dt En changeant |’ordre
d’intégration dans I'équation précédente, on a *

TRy > yay = T(’fdy]fr(x)dr
O (IR 1)

= T fy (x)ax
O

= E[Y]

DEMONSTRATION DU THEOREME 5.1. Pour toute fonction g telle que g(x) 2 0, on a d’aprés
le théoréme 5.2 que

He(x)] = ‘;J:P{g(x) > v}y

o

=] [f{x)dedy

Ox:g(x)=y
g(x)
| Jdyf(x)dx
xglx)>0 O

J8{x)f(x)dx

xg(x)>0

ce qui termine la démonstration. .

5.2.4 Exemple d’espérance d’une fonction d’une variable aléatoire continue

Exemple 5.6 Supposer que si vous arrivez s minutes en avance a un rendez-vous,
vous devez payer cs, et que si vous arrivez s tninutes en retard, vous devez payer ks.
Supposer que le temps de trajet du lieu ol vous étes au lieu de rendez-vous est une
variable aléatoire continue de fonction de densité f. Déterminer le temps auquel vous
devez partir pour minimiser {"espérance de votre colt.

soLUTION. Soit X le temps de trajet. Si vous partez { minutes avant votre rendez-vous,
alors votre colt C,( X) est donné par

ert-X) si X<

C'(X):{k(x—r) si X221

Par conséquent,
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Hc,(0)]=[6()()e
- j)c(: — ) f(x)ds + Tk(x —0)f(x)ds
= cr:{ f(x)dx - c:j)xf(x)dx + kT.xf(x)dx - kr? F(x)dx

La valeur de ¢ qui minimise E{C,(X )] peut étre obtenue par calcul. On obtient en
dérivant

%E[C,(X)] = af (1) + cF(t) - caf () — kef (¢) + kef (¢) - k1= F(1)]
=(k+c)F(r)-k

En égalant ceci & zéro, on voit que 1'espérance minimale du coit est obtenue en
partant £ minutes avani le rendez-vous, ol £ satisfait

5.2.5 Linéarité de ’espérance

Comme dans le chapitre 4, nous pouvons wtiliser le théoréme 5.1 pour montrer le
théoréme suivant,

Théoréme 5.3
Pour toute paire a, b de constantes,on a

E[aX + b]= aE[X]+ b

La démonstration du théoréme 5.3 pour une variable aléatoire continue X est la
méme que celle donnée pour une variable aléatoire discréte. La seule modification est
le remplacement de la somme par une intégrale <t de la fonction de répartition par la
densité.

5.2.6 Définition de la variance d’une variable aléatoire continue
La variance d'une variable aléatoire continue est définie exactement comme celle

d’une variable discréte, C’est A dire que si X est une variable aléatoire d’espérance 1,
la variance de X est définie (pour tous les types de variables aléatoires) par

Var(X) = E[(X - py?]
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L'autre formule

Var(X) = E[X?] ~ (E[X]}

est €tablie de la méme maniére que dans le cas discret.

5.2.7 Exemple de variance d’une variable aléatoire continue
Exemple 5.7 Trouver Var(X) pour X donnée dans I’exemple 5.4.

soLuTioN. Calculons d’abord E[X2).
E[Xz] = szf(x)dx

2x°dx

——

Il
2 - 2

2
Donc, puisque E{ X] = 3o obtient

w3 4

3
]

On peut montrer, par une preuve imitant celle donnée pour les variables aléatoires
discrétes, que pour les constantes a et b

Var(aX + b) = a’Var(X)
En théorie des probabilités, il existe plusieurs classes importantes de variables

aléatoires continues. Les sections svivantes sont consacrées 4 1'éude de quelques-
unes de ces classes,

5.3 VARIABLE ALEATOIRE UNIFORME
5.31 Variable uniforme sur (0, 1)

Une variable aléatoire est dite uniformément distribuée sur U'intervalle (0, 1) si sa
densité est

1 0<x=<1
flx) = {0 sinon (5.3)
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On vérifie que (5.3) correspond bien & une densite puisque f(x) = 0 et
' fixydx = | dx = 1. Comme f(x) > 0 seulement lorsque x € (0, 1), on en déduit
que X ne prend des valeurs que dans cet intervalle. De plus, X a autant de chances
d’étre prés de n'importe quelle valeur de (0, 1) plutdt que de n’importe quelle autre
puisque f{x) est constante sur cet intervalle. On le vérifie en prenant deux nombres
a et b quelconques tels que 0 < a < b < 1; alors,

b

P{asXﬂb}=I x)dx=b—-a

a

En d’autres termes, la probabilité que X prenne une valeur dans un sous-intervalle
de (0, 1) est égale & la longueur de ce sous-intervalle.

5.32 Variable uniforme quelconque

En généralisant, une variable aléatoire est uniforme sur I'intervalle {(a, B) si sa
densité est

1
sia<x<f8
fy=yP @ 5.4

O sinon

5.33 Fonction de répartition de variable aléatoire uniforme

A partir de F(a) = ji,, J(x) dx et de (5.4) on obtient la fonction de répartition
d’une variable aléatoire uniforme sur P'intervalle (a, B);

0 a=aua
Fla)={22%  gs<a<p

B—-a

1 a=p

La fgure 5.1 représente les graphes de fet F dans le cas général.

fia Fla)
1+

=
=]

1 'l a 1 a

a B o B

Figure 5.1 Graphes de j (a gauche) et F (i droite) pour une variable aléatoire
uniforme sur (¢, #).
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5.34 Exemples de variables aléatoires uniformes

Exemple 5.8 Soit X uniformément distribuée sur (¢, ). Trouver
a) E1X];
b) Var(X).

SOLUTION  a)
E{X]= Jof(x)as

B x
=£ﬁ-a
B — o
" 2(B-a)
B+
2

dx

En d’autres termes, I'espérance d’une variable aléatoire uniformément distribuée sur
un intervalle est égale au milieu de I'intervalle.

b) Pour trouver Var(X), calculons d’abord E{X 2].

Ehz]:iﬁia
g o

" 3(8-a)

P raprd

B 3

x2dx

Donc

Var(x) = B +op+a’ _ (a+B)
3 4
_(s-a)’

12

Par conséquent, la variance d’une variable aléatoire uniformément distribuée sur un
intervalle est le carré de la longueur de 'intervalle divisé par 12. =

Exemple 5.9 Soit X une variable uniforme sur (0, 10). Calculer les probabilités
suivantes; a} P{X < 3),b) P{X > 6}, ¢) P{3 <X <8},
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SOLUTION,

r3

a) PIX<3}=| Hdx=1
J1
10

b) PIX>6l=]| thdx=15
H6
ra

c) P3<X<8=| dx=3 .
03

Exemple 5.10 A partir de 7 heures, les bus passent toutes les 15 minutes A un arrét

donné. 1ls passent donca 7b 00, 7 h 15, 7 h 30 et ainsi de suite. Un usager se présente

entre 7 h 00 et 7 h 30 a cet arré, 'heure exacte de son arrivée étant une variable
uniforme sur cette période. a) Trouver la probabilité qu’il doive attendre moins de 5
minutes, b) puis plus de 10 minutes.

SOLUTION, a) Désignons par X le nombre de minutes s’écoulant & partir de 7 h 00 jus-
gu'a l'arrivée de 1'usager. X est une variable uniforme sur (0, 30), d’une part. D" autre
part, I'attente n’est inférieure & 5 minutes que si 1'usager arrive entre 7h 10 et 7h 15
ou entre 7 h 25 et 7h 30. La probabilité d’attendre moins de 5 minutes est ainsi

LP1 Y

15 a0
P{10<X<15}+P{25<X<30}-—-f rde+J 3% dx =

10 25

b) De méme, il n’attendra plus de 10 minutes que s’il arrive entre 7h 00 et 7h 05 ou
entre 7 h 15 et 7 h 20, ce qui livre la probabilité de cet événement:

P{0 < X < 5}+ P{15 < X <20} =} »

L'exemple suivant fut étudié pour la premiére fois par le mathématicien frangais
L.F. Bertrand en 1889, 1l est souvent appelé paradoxe de Bertrand. 1l servira d’intro-
duction a la notion de probabilité géométrique.

Exemple 5.11 Choisissons au hasard une corde dans un cercle. Quelle est la probabi-
lité que la longueur de cette corde dépasse le coté du triangle équilatéral inscrit dans
le méme cercle?

SOLUTION. Le probléme tel qu'énoncé ne peut étre résolu car 'expression «choisir une
corde au hasard» n'est pas claire. Pour qu'elle le devienne il faut reformuler le
probléme, ce que nous ferons de deux maniéres différentes.

Voici la premiére: ce n'est pas la corde, mais 1a distance de la corde au centre du
cercle de rayon r qui est choisie au hasard. Si cette distance est inférieure a /2, la corde
sera d’une longueur supérieure 4 celle du cété du triangle équilatéral inscrit dans le
cercle. Admettons maintenant que D, la distance de la corde au centre, soit une
variable uniformément distribuée entre 0 et r. La probabilité cherchée est

| _rz_
P{D<2}— ==
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Dans la seconde formulation du probléme, c'est I'angle 0 entre la corde et la
tangente & I'une de ses extrémités qui est choisi au hasard, 0 variant de 0 & 180° (voir
figure 5.2). Dans ce cas, la longueur de la corde sera supérieure au ¢6té du triangle
équilatéral inscrit si I'angle @ est compris entre 60° et 120°. Si ['on admet que cet angle
est une variable uniforme entre 0° et 180°, la réponse correspondant a cette formula-
tion est

P{60 < 8 < 120} = 12(:8060 %

Figure 5.2

On remarquera qu'il est possible de construire des expérienoes aléatoires pour
lesquelles les probabilités résultantes sont alternauvement 7 €t3 1 Pour la premiére
formulation par exemple, "expérience consisterait a lancer au hasard un disque de
rayon r sur une table portant des droites paralléles distantes de 2r les unes des autres.
Il y aura dans ce cas nécessairement une et une seule droite en intersection avec le
disque, ce qui définira une corde. Toutes les distances de cette corde au centre du
disque ont la méme probabilite d’ apparaltre ainsi la probabilité cherchée sera-t-elle
' . D'autre part, I'expérience peut consister a faire tourner au hasard une algullle a
pamr d'un point 4 du cercle (voir figure 5.2). Dans ce cas la réponse esl = a

5.4 VARIABLES ALEATOIRES NORMALES
5.4.1 Définition

Une variable aléatoire X est dite normale — ou parfois distribuée normalement —
avec paramétres p et o° si la densité de X est donnée par

=(x=pu)?f20?

=0 <X <

Le graphe de cette densité est une courbe en forme de cloche avec un axe de symétrie
vertical en p (voir figure 5.3).

La distribution normale fut introduite par le mathématicien frangais De Moivre
en 1733; celui-ci I'vtilisa pour approximer les probabilités associées 4 toute variable
aléatoire binomiale, pourvu que le parametre # de celle-ci soit assez grand. Ce résultat
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399

]

(b

Figure 8,3 Densité de variable normale
{a)avecp = 0,0 = |
{(b) u et ¢* quelconques

fut ensuite progressivement généralisé par Laplace et d’autres pour devenir le théo-
réme actuellement connu sous le nom de théoréme central limite, qui sera discuté au
chapitre 8. Ce théoréme, ’'un des deux résultats les plus importants de la théorie des
probabilités !, sert de base théorique pour expliquer un fait empirique souvent relevé,
4 savoir qu'en pratique de trés nombreux phénomeénes aléatoires suivent approximati-
vement une distribution normale. On peut citer a titre d’exemple de variables qui
illustrent ce comportement la taille d*un individu choisi au hasard, la vitesse en nerme
d’une molécule de gaz ou encore 'erreur jors de la mesure d'une quantité physique.

5.4.2 Validation de la définition

I faut, en fait, prouver que f est bien une densité de probabilité, c’est-d-dire
montrer que

1 Jw —Ax=p)?f20?
e de =1
V2no J_,

En effectuant le changement de variable y = (x — p )/o, on obtient

] Iw —(x-p)/20? ! J.m -¥3/2
e T dx = — eV’ d
N2meo J_ o V2w d Y

' L'autre €tant la loi forte des grands nombres,



Variables aléaloires continues 197

et il reste donc a montrer que

j e dy =27

=00

Pour ce faire, posons

I=[" e ay.

On aura

—a —
aa =]
—(pText
___J J e{y-u)fzdydx
- S -

En passant a un systéme de coordonnées polaires, on peut évaluer cette intégrale
double. Tl suffit de poser x = rcos @, y = rsin 6, dy dx = r d& dr. Dés lors,

-] 2m
I’ =J J' e " *rdedr
4] Q

(=]
=2 I re”"% dr
Q

I’= j e dyJ e™/2 dx

Ceci établit bien que 7 vaut «/2r, et le résultat annoncé est ainsi démontre.

5.4.3 Espérance et variance d’une variable aléatoire normale

Nous allons montrer A présent que les paramatres \ et 67 d’une variable aléatoire
normale représentent respectivement son espérance et sa variance.

Exemple 5.12 Si X est une variable aléatoire normale de paramatres y et 62, trouver

a) E[X];
b) Var(X).

SOLUTION. a) 1

E[x]=

Txe'("#]zlzazdr
270 -

En écrivant x comme (x - ) + |, on a
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1 = ot © gy
J'(x—,u)e“{x ul/Zczdx+p 1 je( n}/zazdx

Xl=
E[ ] N2no V270 =
En posant y = x — |1 dans la premiere intégrale, on obtient

1 = _ gl o
E[X]=mo_ jyey';z d)""ﬂlf(x)dx

ol fx) est la densité normale. Par symétrie, la premiére intégrale est nulle, d’od
E[X]=p [ f(x)dx=p
b) Puisque E[X] =, ona

Var(X) = E[(x - u)’]

1 = —(x—-g)?
_ f(x~p)te f2o? o
270 —

(5.5)

En substituant y = (x — 2)/c dans 1’éguation (5.5), on obtient

2
0" %, 2
Var(X) = = [y’ Py
02 - 2/2 et - 2’,‘2
=—J2=[_ye Y I + fe* dy] en intégrant par parties
r -
1

2 ~yif2
=g
PR

=O‘2

5AA Propriété des variables aléatoires normales

Une propriéte importante de la famille des variables normales est que si X est
normalement distribuée avec paramétres p et 6°, alors ¥ = aX + P est normalement
distribuée avec paramétres ap + P et u’c’. Ceci résulte du fait que F, ', la fonction
de répartition de la variable Y, est donnée par (lorsque o > 0):

Fy(a)=PlY = a}
=PlaX + 8 =a)

! La fonction de répartition de Z sera notée F_dés qu’il y aura plus d'une variable aléatoire
en considération. De méme, la densité de Z sera notée f,.
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=P[X5a_'6}

o

a —
-5 ()
a
(a-8)a
= I[ a A e (xmw20% gy

~a0 J2no

© 1 [y —(ap + B)F
- I—m \/an xp { - 2a’a’ ] dy (56)

ol I"équation (5.6) est obtenue grice au changement de variables y = ox + p. Mais
comme Fz(a) = I‘; 1) dy, il résulte de (5.6) que fy, la densité de ¥, est donnée par

- _ M}
fr) V2mao exp { 2ao)?

La variable aléatoire ¥ est donc bien distribuée normalement avec paramétres
ap + B et (a0

5.4.5 Variable normale centrée réduite

La conséquence importante du résultat précédent est que si X est une variable
normalement distribuée et de paramétres p et a?, la variable Z = (X — p)/o est
normalement distribuée de paramétres 0 et 1. Une variable normale ayant ces deux
paramétres est dite standard ou centrée réduite,

L'usage s’est établi de noter la fonction de répartition d’une variable normale
centrée réduite par e symbole ®. En clair,

(I)(x) =\/-L_ J. e—'yz,-"Z dy

T e

Les valeurs O(x) pour des arguments x non négatifs sont données dans le tableau 5.4.
Pour les arguments x négatifs, on calcule ®(x) grace a I’équation

D(—x)=1-P(x) —00 < X <O (5.7
La démonstration de (5.7) est laissée en exercice. Elle résulte de la symétric de la den-
sité normale standard. Grice 3 (5.7) on peut encore éctire, pour une variable normale

Z centrée réduite:

PlZ < —x}=PlZ > x} —00 << X < 00
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Tableaun 5.4 Aire ®(x) située sous la densité normale standard i gauche de x

x 00 01 02 03 04 05 06 .07 08 .09
0 | .5000 .5040 .5080 .5120 .5160 .5199 .5239 .5279 .5319 .5359
1 | .5398 5438 5478 .5517 .5557 .5596 .5636 .5675 .5714 .5753
2 | .5793 .5832 .5871 .5910 .5948 .5987 .6026 .6064 .6103 .6141
3 | 6179 6217 6255 6293 .6331 .6368 .6406 .6443 .6480 .6517
4 | 6554 6591 .6628 .6664 .6700 .6736 .6772 .6808 .6844 .6879
5 | 6915 .6950 .6985 .7019 .7054 .7088 .7123 .7157 .7190 .7224
6 | 7257 7291 (7324 7357 .7389 .7422 .7454 .7486 .7517 .7549
7 | .7580 .7611 .7642 (7673 .7704 .7734 .7764 .7794 .7823 .7852
8 | .7881 .7910 .7939 .7967 .7995 .8023 .8051 .8078 .8106 .8133
9 | .8159 8186 .8212 .8238 .8264 .8289 .8315 .8340 .8365 .8389
1.0 | 8413 .8438 .8461 .8485 .8508 .8531 .8554 .8557 .8599 .8621
1.1 | .8643 .8665 .8686 .8708 .8729 .8749 .8770 .8790 .8810 .8830
1.2 | .8849 .8869 .8888 .8907 .8925 .8944 .8962 .8980 .8997 .9015
1.3 | .9032 .9049 9066 .9082 .9099 .9115 .9131 .9147 9162 .9177
1.4 | 9192 9207 9222 .9236 .9251 .9265 .9279 9292 .9306 .9319
1.5 | .9332 .9345 .9357 .9370 .9382 .9394 .9406 .9418 .9429 .9441
1.6 | 9452 9463 9474 9484 .9495 .9505 .9515 .9525 .9535 .9545
1.7 | 9554 9564 .9573 9582 .9591 .9599 .9608 .9616 .9625 .9633
1.8 | .9641 9649 9656 .9664 .9671 .9678 .9686 .9693 .9699 9706
1.9 | 9713 9719 9726 .9732 .9738 9744 9750 9756 9761 .9767
20 | 9772 9778 9783 9788 9793 9798 .9803 9808 9812 .9817
21 | 9821 .9826 .9830 .9834 .9838 .9842 9846 .9850 .9854 .9857
2.2 | 9861 .9864 9868 .9871 9875 9878 .9881 9884 9887 9890
23 | 9893 9896 .9898 .9901 .9904 .9906 .9909 .9911 .9913 9916
24 | 9918 .9920 .9922 .9925 .9927 .9929 .9931 .9932 .9934 .9936
2.5 | 9938 .9940 .9941 .9943 .9945 .9946 .9948 .9949 .9951 .9952
26 | 9953 .9955 9956 .9957 .9959 .9960 .9961 .9962 .9963 .9964
2.7 | 9965 .9966 .9967 .9968 .9969 .9970 .9971 .9972 .9973 9974
2.8 | 9974 9975 9976 .9977 .9977 .9978 .9979 .9979 .9980 .9981
2.9 | 9981 9982 .9982 .9983 .9984 .9984 9985 .9985 .9986 .9986
3.0 | 9987 9987 .9987 .9988 .9988 .9989 .9989 .9989 .9990. .9990
3.1 | 9990 9991 .9991 .9991 .9992 .9992 .9992 .9992 .9993 .9993
32 | 9993 9993 .9994 .9994 .9994 .9994 9994 .9995 9995 9995
3.3 | 9995 9995 .9995 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9996 .9997
3.4 | 9997 9997 .9997 .9997 .9997 .9997 .9997 9997 9997 .9998
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Si I'on considére maintenant une variable normale X de paramétres p et 6° quel-
conques, la variable Z = (X — p)/o sera normale centrée réduite. Par conséquent,
on peut exprimer la fonction de répartition de X de la maniére suivante:

Fx(a) = P{X =< a}

-o(*3)
a
5.4.6 Exemples d’application de variables normales
Exemple 5.13 Soit X une variable aléatoire de parametres i = 3 et 62 = 9. Calculer

a) P2 < X < 5},
b) PLX > 0),
0 P{X = 3| > 6).
SOLUTION.
2-3 X-3 5-3 1 2
a) P{24X~:5}=P{ 3 < 3 < 3 ]-P[-§<243}
2 |
-o(3) -o(-3)
2 1
—¢(§) - [1 —¢(§)] ~ 3779
b) PLX > 0} =P{’—Y—313>9;—3} = P{Z> -1}
=1-®(-1)
= ¢(1)
~ 8413
o PUX — 3} > 6} = P{X > 9} + P{X < -3}
X-3_9-3 X~3 -3-3
"P{3>3}+P{3< 3}

= P{Z>2}+ P{Z < -2}

=1-®(2} + P(-2)

=2[1-®(2))

= 0456 .
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Exemple 5.14 Il est courant d’admetire qu’un examen est bien construit (dans le sens
ou il permet de construire une fourchette serrée et fiable pour la note d'un candidat)
si la répartition des scores oblenus par les participants se rapproche de la densité d’une
variable normale. En d’autres mots, cette répartition devrait affecter la forme en
cloche des densités normales. L'enseignant utilise alors les scores pour évaluer les
paramétres p et o7 puis assigne souvent des notes selon le principe que voici: ceux dont
le score est supérieur a L + G regoivent la note A; ceux dont le score est compris entre
pel i + o regoivent B; ceux dont le score est entre p ~ o et p regoivent C, tandis que
ceux qui tombent entre p — 20 et p ~ ¢ recoivent . En dessous de p — 20 la note est
F. It s’agit d'une espéce d’évaluation «i échelle mobile» basée sur des divisions fixes
de la courbe de répartition. On aura:

X -

P{X>,u+o}=P[ >1}=l—d>(1)==.1587

P{p<x<p+o}=P{o<X;“<1} = B(1) — B(0) = 3413

P{,u—o-<X€,u}=P{—1<X;#<O}

= P(Q) — P(-1) = 3413

X_
P{u-—2U<X<p-a'}=P{-—2{ a"‘«:wl}

= B(2) — (1) =.1359

P{X <u—20}= P{X; E < —2] =d{—2) = .0228
[l en résulie que 16% des candidats recevront la note A, 34% recevronl B, autant
auront C, 14% recevant D et 2% F. ]

Exemple 5.15 Lors d'un procés en attribution de paternité, un expert témoigne que la
durée de la grossesse, en jours, c'est-a-dire le laps de temps entre la conception et la
naissance de I'enfant, est de distribution approximativement normale avec paramétres
p = 270 et 6° = 100. L'un des péres putatifs est en mesure de prouver son absence
du pays pendant une période s'étendant entre le 290-iéme et le 240-iéme jour précé-
dant ['accouchement. Quelle est la probabilité que la conception de I'enfant ait eu lieu
plus de 290 jours avant sa naissance ou moins de 240 jours avant?

SOLUTION. Soit X la durée de ia grossesse et admettons que le pére putatif soit bien
le géniteur. La probabilité cherchée est alors

P{X > 2900u X < 240} = P{X = 200} + P{X < 240}

X -270 X — 270
- P{T> 2} ”’{—To‘“ —3]
=1-®(2)+1-P(3)

= 0241 [ ]
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Exemple 5.16 On désire envoyer un signal binaire - ¢’est-a-dire valant 0 ou 1 - par
cible électrique d’un point 4 & un point B. Cependant, la transmission est affectée
par des perturbations, dites bruit. Aussi émet-on un signal d’intensité 2 lorsqu’on veut
communiguer 1 et d'intensité -2 lorsqu’on veut indiquer 0. Si en désigne par x
(ou x = + 2) la valeur émise en 4 et par R la valeur enregistrée en B, on aura
R = x + N ol N représente I'erreur due au bruit du canal de transmission. Le
décodage du signal en B obéit a la régle suivante:

R = 0,5 est interprété comme signifiant 1

R < 0,5 est interprété comme signifiant §.
Le bruit ¥ du canal est souvent de distribution normale. On supposera ici que sa
répartition est normale centrée réduite.

Deux types d’erreurs peuvent survenir: un signal | peut &tre faussement compris
comme un 0, ou l'inverse. Le premier type d’erreur sera observeé si le signal est 1 et
2 + N < 0,5. Le second le sera lorsque le signal est 0 et —2 + N 2 0,5, Ainsi,

Pierreur|le message est 1} = P{N < —1.5}
=1 —®(1.5) =.0668

el

P{erreurile message est 0} = P{N = 2.5}
=1—®(2.5) = .0062 .

8A7T Approximation de @

L'inégalité suivante sur ®(x} est de portée théorique:
1 {1

1
I (; - ;) e o — B(x) < _J;= 1 gvn pour tout x >0 (5.8)
TXx

Pour démontrer (5.8), on partira de I'inégalité évidente:
- 3y—4)e—y=f2 < o VT 1+ y—z)e—yzn

ce qui implique que

[ =3

e dy < I Q+y e dy  (59)

x

x X

3%[‘)’” —y e = (1 - 3y e
d. -y -2y —¥¥/2
3-;[)' e’ ]=—(1+y )

et ainsi, pour x > 0,



204 Initiglion aux probabilités

-y - }’-3)8”"2’;2 ) < J"“’ eVt dy < —y_'e_w2 B
ou
(x'- x—s)e—xzn < J.w e Y2 dy < e 2
ce qui £tablit (5.8).

11 résulte en plus de (5.8) la relation

e-xzfz

1 —&d(x) ~
x 20

pour de grandes valeurs de x [la notation a(x) ~ b(x) lorsque x est grand signifie
que lim a(x)/b(x) = 1).

N iy

5.4.8 Approximation normale d’une répartition binomiale

Le théoréme présenté ci-dessous est connu sous le nom de théoréme limite de
De Moivre-Laplace. De Moivre fut le premier a I'établir dans le cas particulier
p= %en 1733, tandis que Laplace a pu le généraliser pour toute valeur de p en 1812.
Ce théoréme énonce que si «on standardise» une variable aléatoire binomiale de
paramétres n et p en ant d’abord sa moyenne np puis en divisant le résultat
par son écart-type ,fnp(l —~ p), alors la variable aléatoire standardisée (de moyenne 0
et de variance 1) suivra approximativement, lorsque n est grand, une distribution
normale standard.

Théoréme limite de De Moivre-Laplace

Soit S, le nombre de succés lors de la réalisation de n épreuves indépendantes, la
probabilité de réussire pour chaque épreuve étant p. Alors, pour tout a < b on peut
écrire

S, — np }
Plas——=——=<phH: >P(b)—- D
l wp(1— p) =@

lorsque n — w .

Ce théoréme ne constituant qu’un cas particulier du théoréme central limite, lequel
sera présenté au chapitre 8, nous n’en donnerons pas de démonstration.

On remarquera qu’a ce stade deux approximations de la répartition binomiale ont
éié proposées: lapproximation de Poisson, satisfaisante Jorsque » est grand et lorsque
np n'est pas extréme; 'approximation normale, de laquelle on peut montrer qu'elle
est de bonne qualité lorsque ap(1 — p) est grand (voir figure 5.5). [En regle générale,
cette approximation est tout & fait satisfaisante dés que np(1 — p) dépasse 10).
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Figure 5.5 La loi de probabilit¢ d'une vanable aléatoire binomiale (n, p) devient de

plus en plus «normale» A mesure que » augmente.

5.4.9 Exemples d’approximation normale de répartition binomiales

Exemple5.17 Soit X la variable aléatoire comptant le nombre d’occurrences de pile
lors d’une série de 40 jets. On veut calculer P{X = 20} par approximation normale
puis comparer le résultat a la valeur exacte.

soLuTionN. Comme X est une variable discréte tandis qu'une variable normale est
continue, la meilleure approximation de la probabilité cherchée sera

P{X =20} = P{19.5 < X < 20.5}

Le résultat exact est

_ P{19.5~20< X—zo{zo.s—zo}
J10 J10 J10
= P[—.16 < X '__20 < .16}
J10

= ®(.16) -~ d(—.16) = 1272

roc==(8)(3)

qui peut étre évalué a 0,1254,
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Exemple5.18 La taille idéale pour une classe de premiére année dans un collége
donné est de 150 étudiants. La politique de ce collége est d’admettre 450 étudiants
et est basée sur ia constatation expérimentale que 30% seulement des étudiants admis
suivront vraiment le cours. Queile est la probabilité que le collége se retrouve avec
une premiére classe de plus de 150 &étudiants lors d"une année donnée ?

SOLUTION, On désigne par X le nombre d’étudiants qui suivent effectivement le cours.
Cette variable X est donc binomiale de paramétres n = 450 et p = 0,3, L'approxima-
tion normale livre

X - (450)(.3) _ 150.5 ~ (450)(.3)
J4s0(3)(.7)  V450(.3)(.7)
= 0559

P{X =150.5} = P{ } = | — $(1.59)

Ainsi, dans moins de 6% des cas seulement la premiére année aura un effectil
supérieur a l'optimum. (On remarque que ce calcul est basé sur une hypothése
d’indépendance. Laquelle?). [ ]

Exemple 5,19 On impose 4 100 personnes un régime alimentaire thérapeutique pour
évaluer I'effet de ce régime sur la concentration en cholestérol du sang. Leur taux de
cholésterol est mesuré aprés une période suffisante d’application du régime. Le
spécialiste en nutrition qui réalise Pexpérience a décidé de recommander ce régime si
65% au moins des sujets montrent une baisse du taux de cholestérol. Quelle est la
probabilité qu'il prenne une décision erronée et recommande le régime alors que
celui-ci est sans effet?

SOLUTION. Admettons que dans le cas ou le régime est sans effet, une personne donnée
verra son taux de cholestérol baisser lors du régime sous le seul effet du hasard et avec
une probabilité de ‘2. Désignons par X le nombre de personnes dont le taux s’est
abaissé. La probabilité de recommander un régime qui n'a en réalité pas d'effet du
tout est alors:

F (V)" pixz

i=65 i 2

X - (100)3) }

pEZUND),
100(H(3)

| — 2.9

= 0019 [ ]

2
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NOTES HISTORIQUES AU SUJET DE LA DISTRIBUTION NORMALE

La distribution normale a €té introduite en 1733 par le mathématicien frangais
Abraham De Moivre, qui a utilisé cette distribution pour approximer les probabilités
du lancer d’une piece et qui I’a appelée la courbe exponentielle en forme de cloche.
Son utilité n’est cependant apparue claire qu’en 1809, lorsque le fameux
mathématicien allemand K. F. Gauss I’a utilisée comme partie intégrante de son
approche pour prédire I’emplacement des entités atomiques. Il devint alors commun
dappeler cette distribution la distribution Gaussienne.

Durant la deuxie¢me partie du dix-neuviéme siécle, de nombreux mathématiciens
crurent que la majorité des ensembles de données avait des histogrammes conformes a
1a distribution Gaussienne en forme de cloche. En effel, on accepta qu’il était
«normal» que n'importe quel ensemble de données au bon comportement suive cette
courbe. Ainsi, suivant le statisticien britannique Karl Pearson, les gens commencérent
2 appeler la distribution Gaussienne la distribution normale. (Une explication particlle
du fait que tant d’ensembles de données sont conformes a la courbe normale est
donnée par le théoréme central limite, présenté dans le chapitre 8.)

Abraham De Moivre (1667-1754)

Aujourd’hui, on ne manque pas de consultants en statistiques et la plupart d’entre
eux exercent leur métier dans des cadres trés élégants. Cependant, le premier de leur
profession travaillait & Long Acres, & Londres, durant les premieres années du dix-
huitiéme siecle, dans une maison de jeux sombre et sale connue sous le nom de
Slaughter’s Coffee House. I} s"appelait Abraham De Moivre, était réfugié protestant
de la France catholique et, contre salaire, il calculait les probabilités pour parier a tous
les types de jeux de chance.

Bien que De Moivre, qui a découvert 1a courbe normale, vive dans ce café, il était
un mathématicien compétent reconnu. En effet, il était membre de la Royal Society et
un intime d'Isaac Newton. Karl Pearson a imaginé De Moivre au travail au
Slaughter’s Coffee House: «J’imagine De Moivre travaillant sur une table sale dans le
café avec un joueur paum¢ derriére lui et Isaac Newton marchant dans la foule pour
aller chercher son ami. Cela ferait un beau tableau pour un artiste inspiré.»

Karl Friedrich Gauss (1777-1855)

Karl Friedrich Gauss, un des premiers utilisateurs de la courbe normale, est I'un
des plus grands mathématiciens de tous les temps. Voyons ce que I'historien des
mathématiques bien connu E. T, Bell écrit dans son livie Men of Mathematics en
1954, Dans un chapitre intitulé «Le Prince des Mathématiciens», il écrit: «Archi-
medes, Newton et Gauss; ces trois-1a forment une classe parmi les grands mathémati-
ciens et ce n’est pas au commun des mortels d’essayer de les classer selon leurs
mérites. Tous les trois ont fait avancer de maniére considérable les recherches en
mathématiques pures et appliguées. Archimedes estimait plus ses mathématiques
pures que leurs applications; Newton semble avoir trouvé la principale justification 2
ses inventions mathématiques dans I’utilisation scientifique qu’il en faisait; Gauss
déclarait que ses recherches pures et appliquées ne faisaient qu’un.»
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5.5 VARIABLES ALEATOIRES EXPONENTIELLES

5.5.1 Définition

Une variable aléatoire dont la densité est donnée par ’équation suivante, on X est
positif,
AeM six=0
fx) = { ,
0 si x<0

est dite variable aléatoire exponentielle (ou plus simplement est dite de distribution
exponentielle) de paramétre L. La fonction de répartition F d’une variable exponen-
tielle est donnée par

F(a) = P{X = a}

a
= I Ae M dx
1

a
= __e—;\x

]

Aa

=1—e a=0

On remarquera que F(eo) =f: Ae* dx = 1 comme il se doit. Nous altons montrer 3
présent que le paramétre A est €gal A I'inverse de 1'espérance de la variable.

Exemple 5.20 Soit X une variable aléatoire exponentielle de paramétre A. Calculer
a) E[X},
b) Var(X).

soLuTioN. a} Comme la densité de X est donnée par

¥ xz20
f(x)_{o x<0

on obtient

E[X] = [ xAe dx
0
Une intégration par parties ( de™dx=dv , u=x)donne

EXx}= -—xe_'ulz + Ze"&dx
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b) Pour obtenir la variance de X, calculons d’abord E[ x? ]
E[X*] = [x*Ae ¥ dx
0

Une intégration par parties ( Ae ¥ dx=dv , u=x)donne

E[XZ] = -xze_kr + [2xe ™ dx

0 9
2
=0+ Z E[X]

2

ph)

Donc

1’2

Donc la moyenne d’une exponentielle est I'inverse de son paramétre A et la variance
est le carré de la moyenne.
]

Dans la pratique, on rencontre souvent la distribution exponentielle lorsqu’il sagit
de représenter le temps d’attente avant 'arrivée d’un événement spécifié, Par exemple,
le temps qui nous sépare du prochain tremblement de terre, de la prochaine guerre
ou du prochain appel téléphonique mal aiguillé sont toutes des variables aléatoires
dont les distributions tendent 4 toutes fins utiles 4 se rapprocher de distributions
exponentielles. (Le lecteur trouvera une explication de nature théorique a ces faits d
la section 4.8, en particulier dans I'exemple 4.26).

Exemple5.21 On suppose que la durée d'une conversation téléphonique, mesurée en
minutes, est une variable aléatoire exponentielle de paramétre A = |I_o‘ Vous arrivez
a une cabine téléphonique et quelqu’un passe juste devant vous. Avec quelle probabi-
lité devrez-vous attendre

a) plus de !0 minutes;

b) entre 10 et 20 minutes?

SOLUTION. X désignera la durée de la conversation de la personne qui vous a devancé,
Les probabilités cherchées seront respectivement:

v ]

a) P{X > 10} = J e 0dy=—¢""| =¢7"~ 368
10

10
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20 20
b) P{10 < X < 20} = J o1 gy = — /1O
in

i0
=gl —e?= 233 n

5.5.2 Propriété d’absence de mémoire
On dira qu'une variable aléatoire non négative X est sans mémoire lorsque
P{X>5s4+4X>1t}=PX>s} pourtous s, f =0 (5.10)

Représentons-nous X comme 1a durée de vie d'un certain instrument. Dans cecas (5.10)
signifie que la probabilité pour Pinstrument de durer au moins s + ¢ heures sachant
quil en a déja vécu ¢ est J]a méme que la probabilité non conditionnelle qu'il dure s
heures 4 partir de la mise en fonction initiale. En d’autres termes, si Uinstrument
fonctionne encore aprés f heures de service, la distribution de sa durée de vie a partir
de 13 est la méme que la distribution de la durée de vie de I"appareil aeuf. On peut
dire que Pappareil fonctionne sans mémoire du temps d'usage déja écoulé.
Or, (5.10) est équivalent 3

PIX>s+8,X>1)
PIX >t}

= P{X > s}

ou
P{X>s+=PX>sHPIX =1} {5.11)

Comme (5.11) est vérifiée par toute variable exponentielle X (puisque ¢ **" =
£7¢™) la classe des variables exponentielles est sans mémoire.

5.5.3 Exemples d’application de variables exponentielles

Exemple5.22 Dans un bureau de poste, le service est assuré par deux employés.
Lorsque Smith y entre. 'un des employés sert Jones tandis que I"autre répond a
Brown. On admettra que Smith sera a son tour servi dés le départ de Jones ou de
Brown. Le temps passé par un employé de poste pour chaque client est distribué
exponentiellement avec paramétre A. Quelle est 1a probabilité que Smith soit fe dernier
des trois clients 4 sortir de ce bureau de poste?

SOLUTION. On peut adopter 'approche suivante: au moment ol Smith trouve un
postier libre, "'un des deux autres clients vient de partir tandis que 'autre est encore
au guichet. Mais ce dernier, en vertu de I'absence de mémoire des variables exponen-
tielles. va encore rester pendant un temps qui est toujours exponentiellement distribué
avec paramétre X. Tout se passe comme si ce client venait darriver au guichet. Par
conséquent Smith a une chance sur deux de sortir le dernier. du fait de la symétrie
des deux situations. [ |
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Exemple 5.23 Le nombre de miles couvert par une batterie de voiture avant défail-
lance est distribuée exponentiellement et sa valeur moyenne est de 10 000 miles. Une
" personne souhaite se lancer dans un voyage de 5 000 miles. Avec quelle probabilité
terminera-t-elle son voyage sans avarie de batterie? Que devient cette probabilité si
la distribution n’est pas exponentietle?

soLUTION. Du fait que les variables exponentielles sont sans mémoire, la durée de vie

résiduelle de la batterie sera distribuée exponentiellement avec paramétre A = ilﬁ en
prenant comme unité le millier de miles. La probabilité voulue est donc

Pidurée de vie résiduelle > 53 =1 — F(5) =™ = ¢ "2 = 407

Si, par contre, la distribution de cette durée résiduelle n'est pas exponentielle, ce que
I'on cherche peut étre écrit
1-F(t+5)

1- F()

ol 7 est la durée de service de la batterie jusqu'au moment ol le voyage commence.
Et I’on voit que dans ce cas une information supplémentaire (a savoir 1) est nécessaire
au calcul de la réponse. [ ]

Pl{durée résiduelle > ¢ + 5|durée résiduelle > ¢} =

5.5.4 Unicité de la classe des variables aléatoires sans mémoire

Non seulement les variables exponentielles n’ont pas de mémoire, elles sont de plus
lz seule classe de variables a jouir de cette propriété. Pour la vérifier, supposons
qu’une variable X soit sans mémoire et posons F (x) = P{X > x}. De (5.11), on tire

F(s+1) = F(s)F()
Cela veut dire que F satisfait I’équation fonctionnelle
g(s + 1) = g(s)g(1)

Cependant, la seule solution continue 4 droite et non triviale de cette équation
fonctionnelle est'

glx)=e* (5.12)

! On obtient (5.12) de la manigre suivante: si g(s + 7} = g(s) - g(#), alors

)oY

et par itération on obtient g{m/n) = g"(1/n). D'autre part,

2(l) = g(i + ;l; L. +j-1) = g"(%) ou g(&) = (gL'

et par conséquent g{mjn) = (g(1))™". Comme g est continue i droite, on peut écrire g(x) =

(g(1))*. On peut encore poser A = -In{g(1)) puisque g(1) = g(1/2))2 2 0, ce qui laisse g(x) =
e,
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La continuité a droite des solutions peut étre supposée puisque toutes les fonctions
de répartition le sont. Il reste que

Fx)y=e™ ou Fx)=PX=sx}=1-e*

ce qui établit que X est nécessairement exponentielle.

5.5.5 Distribution de Laplace

La distribution de Laplace est une variante de la distribution exponentielle. Une
telle distribution est symétrique par rapport a 'origine et la valeur absolue d'une
variable laplacienne est exponentiellement distribuée’. S§i le paramétre de cette
exponentielle est & > 0, A sera également le paramétre de la variable laplacienne. La
densité d’une telle variablé est

fix)=ie*™ —o<y<owo

Sa fonction de répartition est donnée par

%J et dx x<0
Fix)

1] X
%J’ Ae’”‘dx+;—!J e Mdx x>0

0

3¢ ‘x <0

x>0

Exemple 5.24 Revenons a I'exemple 5.16 qui traitait de I'émission d’un signal binaire
de 4 4 B; lorsque le signal valait 1 on émettait avec une intensité de + 2, tandis que
§'il valait 0 on émettait avec une intensité de — 2. On suppose cependant maintenant
que le bruit du canal de transmission est une variable aléatoire laplacienne de
paramétre L = 1. Comme auparavant, R désigne le signal recu en B et la convention
de décodage reste

R = 0,5: on admet que | a été émis
R < 0.5: on admet que 0 a été émis.

* Pour cette raison, une variable laplacienne est parfois dite exponentielle double.
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Dans le cas présent, ol le bruit est laplacien de paramétre & = 1, les probabilités des
deux types d’erreurs sont respectivement

Plerreur| message a transmettre = 1} = f’{}\:f -1.5}
= 23_ .
= 1116

Plerreur| message a transmetire = 0} = P{N = 2.5}
1 25
3e

041

En comparant ces résultats avec ceux de 1'exemple 5.16, on constate que les probabi-
lités d’erreur sont plus élevées si le bruit est laplacien de paramétre A = 1, plutdt que
de distribution normale centrée réduite. [ ]

5.5.6 Fonctions taux de panne

Considérons une variable aléatoire continue a valeurs positives qui puisse repré-
senter la durée de vie d'un certain composant, de fonction de répartition F et de
densité /. La fonction raux de panne A(t) de F est définie par I'équation

f8) =
Al)y ==, F=1~F
(#) £
Pour obtenir une interprétation de A(¢), supposons que notre composant ait déja
¢t heures de service et que l'on veuille calculer la probabilité de sa défaillance

dans I'espace de temps 4t qui suit. En d’autres termes, on cherche & calculer
P{Xe(t, ¢t + dO)|X > 1). Or,

PiXe(gt+d), X >1}
P{X =1}

_PX e(4t+d;

T O PX >4

o
Fo dt

PXc(tr+d)|X> )=

ce qui peut s’interpréter comine suit: A(f) représente un taux de panne conditionnel
instantané, la condition étant que le composant ait pu assurer déja ¢ heures de service.

Dans le cas d’une durée de vie exponentielle, 'absence de mémoire de ceite
distribution signifie que la durée de vie résiduelle d’'un composant conditionnellement
4 une duree de service ¢ jusque-Id est de méeme distribution que la durée de vie initiale.
Aussi A devrait-elle étre une fonction constante. Cela est confirmé par le calcul
sutvant;
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Jitl
F()

—A
Ae
At

Al =

=
=2

Ainsi, le taux de panne d’une variable exponentielle est-il constant. C’est la raison
pour laquelle le paramétre A est souvent appelé le fqux d’une tetle distribution.

On peut par ailleurs établir que la fonction taux de panne X détermine de maniére
univoque la fonction de répartition F des variables aléatoires obéissant 4 ce taux. En
effet, par définition

d
EF(‘)

1—-F(n

A) =

L’intégration des deux membres donne

!

In (1- F(8) = - I A de+ k
ou °

1-F(t)=e" exp {—I A(H dr}

0

Or k = 0, ce que I'on voit en posant ¢ = 0. Donc,

Fit)=1 —cxp[—Jﬂ At dt} (5.13)

Par conséquent, la fonction de répartition d’une variable aléatoire continue a
valeurs positives est entiérement déterminée par la donnée d'une fonction taux de
panne. A titre d’exemple, si ce taux de panne est une fonction linéaire, donc du type

MO=a+ bt
sa fonction de répartition sera
F(t) - 1 _ e—m-br*,-’?.
et sa densité, par dérivation

fly=(a+be ™2 (=g

Pour a = 0 la densité ci-dessus porte le nom de densité de Rayleigh.
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Exemple$5.25 On entend souvent dire que le taux de mortalité chez les fumeurs, i tout
dge, est le double de celui des non-fumeurs. Qu'est-ce que cela veut dire? Cela
signifie-t-il qu'un non-fumeur a une probabilité deux fois plus grande de survivre a
un nombre d’années donné qu'un fumeur du méme 4ge?

SOLUTION. Soit A,(7) le taux de mortalité pour un fumeur agé de / années et A, (f) celui
d'un non-fumeur du méme dge. Alors I'affirmation ci-dessus équivaut a dire que

A1) = 20,00,

La probabilite qu'un non-fumeur 4gé de A années survive a 'ige B, A < B est
P{un non-fumeur 4gé de A atieigne 1'dge B}

= P{la durée de vie des non-fumeurs > B | la durée de vie des non-fumeurs > A4}

- 1 - Fnun(B)
T 1 = Fo.(A)

B
cxp{ - L A(F) dl}

= grace 2 (5.13)

A

exp {— L A0 dt}
B

exp { —L by dt}

alors que la probabilité correspondante pour un fumeur est, par le méme raisonne-

ment,
B
exp {—L AN dt}
B
exp {—2 L M(D dr}

oo {-Leraoal]

En d'autres termes, si I'on a deux individus de méme dge, dont I'un est fumeur et
I'autre pas, la probabilité que le fumeur survive 4 un dge donné est le carré (non la
moitié) de celle du non-fumeur. Par exemple, si A,(f) = %, 50 <€ ¢t < 60, alors la
probabilité qu'un non-fumeur agé de 50 ans atteigne 'dge de 60 ansest e~ =~ 0,7165
alors que pour un fumeur elle vaut ¢~ * = 0,5134, .

]

i

P{un fumeur dpé de A atteigne I'age B}

It
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5.6 AUTRES DISTRIBUTIONS CONTINUES
5.6.1 Distribution gamma

On dira qu'une variable aléatoire suit une lof gamma de paramétres {f, 1), L > 0
et + > 0 si sa densité est

Ae—Ax(Ax)t—l -
fix) = r) x=0
0 x =<0

ob I'(#), appelée fonction gamma, est définie par

F(t) = j eyt dy
0

Une intégration par parties de I'intégrale donnant I'(¢) livre
T(f) = -’y l + J Y- 1)yt dy
Q 1]

=(-1) I e’y dy
1]

=(-DIr -1 (5.14)
Pour des valeurs » entitres de ¢, I"utilisation itérée de (5.14) donne

FrmM=(n—-1DI'(r-1)
=(n—1n-2)"n-2)

={n-1n—-2)---3-2I(1)
Comme (1) = ]':’ e *dx = |, on aura pour tout entier n
I(n}=(n-1)!

Lorsque ¢ prend des valeurs entiéres positives, disons ¢ = », 1a lei gamma de
paramétres (¢, L.} représente fréquemment la distribution du temps d’attente avant la
n-iéme occurrence dun certain type d'événements. Plus précisément, supposons que
des événements se répétent au hasard dans le temps et satisfassent aux trois conditions
exposées dans la section 4.8, Dans ce cas, le temps d’attente avant la #-iéme cccur-
rence suivra une répartition gamma de paramétres (n, L}. Pour s'en assurer, notons
par T, 'heure a laquelle le n-iéme événement se produit. On remarquera que T, < ¢
si ef seulement si le nombre d’occurrences enregistrées au temps f est de # au moins.
En posant que ce nombre d’événements dans I'intervalle [0, ¢] est N{t), on aura

P{T, = 1} = P(N{(t) = n}

I

T PING) =}
- E e Mgy

jen f!
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La derniére de ces équations résulte du fait que le nombre d'événements dans [0, 1)
suit une loi de Poisson de paramétre Az, et sa dérivation donne la densité £ de T,:

= e‘“j(,u)f‘u_ = xe M(Ar)
1 ;g,. it ;?.. I

_ E re Myt = AeM(ary
= -1 =
_ ‘\e—AJ(Ar)n—-l

T o(m=1)!

On constate bien que T, suit une loi gamma de paramétres (n, A). (Dans la littérature
mathématique, cette loi est aussi fréquement appelée loi &’Erlang de paramétre n.)
On remarquera que pour # = | cette distribution n’est autre que I'exponentielle.

~ Une loi gamma de paramétres A = % et r = nf2 (n étant ici entier positif) est aussi
appelée loi XE (lire chi-carré 4 # degrés de liberté). A titre d’exemple de variable de
loi %%, on peut citer I'erreur commise lors d’un tir sur une cible 4 # dimensions lorsque
I'erreur dans chaque dimension est normalement distribuée. La loi %2 sera étudiée au
chapitre 6 ou son lien avec la loi normale sera expliqué.

Exemple 5.26 Soit X une variable aléatoire gamma de paramétres et L. Calculer
a) E[X];

b) Var(X).
SOLUTION a)
| I -1
X|=—JfAxe ™ (Ax) dx
£x] l"(t)t{ (%)
1 =, _i t
= [ Ae™ " (Ax) dx
ﬂ.l"(r)i (%)
_T{e+1)
ar(e)
- .;: selon I équation (5.14)

b) En calculant tout d’abord E{X 2 ], ont peut montrer que
)
Var(X) = z

Les détails sont laissés en exercice.
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5.6.2 Loi de Weibull

Cetie loi posséde de nombreuses applications en sciences de ingémnieur. Originelle-
ment utilisée pour représenter les effets de 'usure de pidces, son usage s'est ensuite
bezucoup étendu. En biologie, en particulier, on I'utilise pour modéliser la durée de
vie d'un organisme, surtout lorsque la vie de cei organisme dépend de son «maillon
le plus faible». En d’autres termes, considérons un organisme constitué de plusieurs
composants et admettons que cet organisme meure dés la défaillance de n'importe
lequel de ses composants. Il a &té établi (au niveau théorique autant gu’empirique)
que dans ce modéle la loi de Weibull donne une bonne approximation de la duree de
vi¢ de I'organisme étudieé.

La fonction de répartition d’une variable de Weibull est

0 xXsv

F(x)= -\* 5.15
Ol -(5Y) L O

Une variable ayant une telle fonction de répartition est dite variable de Weibull avec
paramétres v, ¢ et p. Par dérivation on obtient sa densité:

0 xX=v
O ()

5.6.3 Loi de Cauchy

Une variable de Cauchy de paramétre 8, —co < 8 < + co, a pour densité:

1 1

0= T G oo

-0y <

axe des x

Figure 5.6

Exemple5.27 Un projecteur a faisceau fin est mis en rotation autour de son axe,
lequel est situé & une unité de distance de I’axe des abscisses (figure 5.6). X représente
I'abscisse de I'intersection du faisceau avec I'axe Ox une fois que le projecteur s’est
arrété de tourner. (Si le faisceav n’est pas dirigé vers I'axe, on recommence 'expé-
rience).
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Comme on peut le constater sur la figure 5.6, X est déterminée par la valeur de
Pangle @ entre le faisceau lumineux et 'axe 0y. On admettra 'hypothése de nature
physique que 8 est uniformément distribuée entre ~n/2 et 7/2. La fonction de réparti-
tion de X sera alors

Fi(x) = P{X =< x}

= Pitg @ < x}
= P{f < Arctg x}

1+1Arctgx
2 =

Cette dernicre équation résulte de la suivante, valide en raison de I'uniformité de la
distribution de 0 entre —n/2 et n/2:

P{osa}=L1j/2)=-]2—+%, —-§<a<§
Aussi la densité de X est-elle
f(x)=iF(x)=-——-1—-—2— —00 < x < 00
dx {1+ x%)
ce qui établit que X suit une loi de Cauchy de paramétre 0'. ]

5.6.4 Loi béta
On dit qu’une variable aléatoire suit une lof béta si sa densité est

1
f(x)={B(a, b)

0 sinon

M- 0<x<1

ou

B(a, b) = j M- dx
1]

! La relation dfdx Arc tg x = 1/{l + x%) est établie comme suit: si y = Arctgx, alors tgy = x
¢t par conséquent

d d dy _d fsiny\dy
1 = —it == = (I _— e | —_— )
dx( &) dy( gy) dx dy (cosy dx

=((:0:~'.2y+sir|2 y) dy
cos® y dx
ou
2
Q=coszy= o5y = = 1 _ 1
dx sinfy +cos?y tgy+1 x+1
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La loi béta s'applique 4 des phénoménes lors desquels la variable aléatoire peut
prendre les valeurs comprises dans un certain intervalle {¢, d]. En déclarant que ¢
représente 'origine et en adoptant d — ¢ comme unité, cela revient 4 sintéresser a
I"intervalle [0, 1].

fix)

bod o

Figure 5.7
Densités béta lorsque les paramétres a el & sont égaux

Comme le montre la figure 5.7, les densités béta sont symétriques autour de 2
lorsque @ = & et donnent de plus en plus de poids & cette région centrale au fur et
a mesure que g augmente. La figure 5.8 montre que lorsque b > a les densités sont
ramassées 3 gauche, ce qui signifie que les petites valeurs de la variable sont plus
probables. Lorsque a > b, les densités, inversement, sont ramassées a droite.

1x)

Figure 5.8

Densités béla de paramétres (a, b) tels que
6 __1
a+b 20
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On peut montrer qu’il existe 1a relation suivante entre
! a-1 =1
Bla,b)=[x""(1-x) dx
0

¢t la fonction gamma:
_T(a)r(s)
T(a+b)

En utilisant I’équation (5.14) avec I'identité ci-dessus, il est facile de montrer que si X
est une variable aléatoire béta de paramétres g et b, alors

Hx)-—~

a+b

B(a,b) (5.16)

ab
{a+b)(a+b+1)

Var(X) =

REMARQUE. Une vérification de I’équation (5.16) est donnée dans 1'exemple 6.29 du
chapitre 6.

57 DISTRIBUTION D’UNE FONCTION DE VARIABLE ALEATOIRE
571 MMustration du probléme

Il arrive souvent que la distribution d'une variable aléatoire soit connue mais que
I’on s'intéresse plutdt a celle d’une fonction de cette variable. En d’autres termes, on
connaitrait la distribution de X mais souhaiterait connaitre celle de g(X). Pour y
parvenir, il faut exprimer I'événement g(X) < y sous forme d’vne condition ou X
appartient & un certain ensemble, comme 'illustrent les exemples suivants.

Exemple5.28 Soit X uniformément distribuée dans l'intervalle (0, 1). On obtiendra
la distribution de ¥ = X" de la maniére suivante: pour 0 £ y £ 1,

Fy(y)=PY <y}
=P{X" = y}
= P{X = y'/")
= Fx()'”n)

1/n

=y

Aussi peut-on donner a la densité de ¥ la forme suivante, par exemple:
1

—ylin-1
friy)y= n? O=y=1

0 sinon []
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Exemple 5.29 Pour toute variable aléatoire continue X de densité £,, on obtient la
fonction de répartition de ¥ = X? de la maniére suivante: pour y = 0,

Fy(y)=PlY =y}
=P{X’ =y}
=p{—y=X =y}
= Fx () = Fx(~y)

Une dérivation livre la densité
1

fe(y) = Z—J;[fx W)+ fx (=) .

Exemple 5.30 Soit X de densité /y. La densité de ¥ = | X| peut étre calculée ainsi:
poury = 0

Fy(y)=PY =y}
= P{X| =y}
=Pl-y=X=y}
=Fx(y)— Fx(—y)

et par dérivation de nowveau on obtient

fr(¥) = fx(y) + fx(—y) yz=0 ]

8§72 Densité d’une fonction de variable aléatoire

La méthode utilisée pour traiter les exemples 5.28 4 5.30 peut servir de démonstra-
tion au théoréme général suivant:

Théoréme 5.4

Soit X une variable aléatoire continue de densité f,. Soit g une foncrion stricte-
ment monotone {croissante ou décroissante) et dérivable, donc continue. La densité
de la variable aléatoire ¥ = g(X ) est alors

ol | s -
oy = Lsts™ O] 80| sy = 86 pour un x quelcongue
0 siy # g(x} pour tout x

ou g” ' (y) est défini comme étant égal & x tel que g(x} = y.

La démonstration de ce théoréme est laissée en exercice.
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Exemple 5.31 Soit X une variable aléatoire continue non-négative de densité f et
soitY = X". Trouver la densité fy de Y.

soLuTIoN. Sig(x) = x" alors

g ) =»"
et

dp o 137
;y—{g (y)}—"y

Donc, d’apreés le théoréme 5.4, on obtient
Sin=2, celadonne

ce qui correspond (puisque X 2 0) au résultat de I’exemple 5.29,

5.8 EXERCICES THEORIQUES

5.81 La vitesse d’une molécule au sein d’un gaz homogéne en état d’équilibre est une
variable aléatoire, dont la fonction de densité est donnée par

-y
axte™ x=0

f(x)‘_'{o x<0

ou b = mj2kT et k, T, m sont respectivement la constante de Boltzmann, la tempéra-
ture absolue et la masse de la molécule. Evaluer a en termes de &,

5.8.2 Montrer que
Er]= {I)P{Y > y}dy - £P{Y < -y}dy

Pour cela, montrer que
L] o
[PLY <-y}ay = - | ofy (x)ds

TP{Y > y}dy = [ of, (x)dx
1] 0
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5.8.3 Si X a pour densité f, montrer que
Eg(x)]= [a(x)H{x)dx

Utiliser pour cela 'exercice théorique 5.8.2 en commengant avec
Eg(x)]= [P{s(X)> y}dy - | P{e(X) < ¥}y

et procéder comme dans la preuve donnée dans le texte lorsque g(X) 2 0.
5.8.4 Démontrer le théoréme 5.3.

5.8.5 Utiliser le fait qu’une variable aléatoire non négative Y ait pour espérance
E[Y]= [P{Y > t}ar
0
pour montrer que pour une variable aléatoire nen négative X

gx"]= :I:m:"_lP{X > x}dx
Commencer avec
E[x"]= g P{x" >}t
et effectuer le changement de variable ¢ = x",

5.8.6 Donner un ensemble d’événements E, , 0 < a < 1, ayant la propriété que
P{E,} = 1 pour tout a mais qucP{ﬂEa} =0.

Pour cela, prendre X uniforme sur (0, 1) et définir chaque E, en fonction de X.

5.8.7 L’ écart-type de X, noté @, est donné par

o= wIVa.r(JL')

Trouver I’écart-type de la transformation linéaire (aX + b) si X a pour variance oZ.

5.8.8 Soit X une variable aléatoire prenant ses valeurs entre 0 et ¢, c’est & dire
P{0 <X <c} = 1. Montrer que
o2
Var(X) < ”
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Une approche consiste tout d’abord 2 voir que
£ x*] s cE[x]

Utiliser ensuite cette inégalité pour montrer que
X
Var(X) < cz[a(l - a)] oh = M
¢

5.8.9 Si Z est une variable aléatoire normale standard, montrer que pour x > 0,
a) PIZ>x}=P(Z<-x];

v) Plz|> x} =2P{Z > x};
o Plizl<x}=2P{Z<x}-1.

5.8.10 Soit f(x) la densité d'une variable aléatoire normale de moyenne | et de
variance 2. Montrer que 1L - O et )L + G sont les points d’inflexion de cette fonction,
Autrement dit montrer que f ”(x) =0quandx=p-Goux=|+0.

5.8.11 Utiliser I'identité de I'exercice théorique 5.8.5 pour dériver E[X* | lorsque X
est une variable aléatoire exponentielle de paramétre A.

5.8.12 La médiane d'une variable aléatoire continue ayant une fonction de répartition
Festla valeur m, telle que F(m) = % En d’autres termes une variable aléatoire a autant
de chances d’étre plus grande ou plus petite que sa médiane. Trouver la médiane de
X si X est une variable; '

a) uniformément distribuée sur (a, b);

b) normale de paramétres u, ¢°;

c) exponentielle de paramétre A.

5.8.13 Le mode d’une variable aléatoire continue ayant une densité f est la valeur x
peur laqueile f{x) atteint son maximum. Calculer le mode de X dans les cas a), b) et

¢) de I'exercice théorique 5.8.12,

5.8.14 Si X est une variable aléatoire exponentielle de paramitre A, et ¢ > 0, montrer
que ¢X est exponenticlle de paramétre A/e.

5.8.15 Calculer le taux de panne de X quand X est uniformément distribuée sur
Iintervalle (0, a).

5.8.16 SiX a un taux de panne Ax(d, calculer le taux de panne de aX, ol a est une
constante positive,

5.8.17 Vérifier que I'intégrale de la fonction de densité de 1a loi gamma donne 1.
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5.8.1% Si X est une variable aléatoire de moyenne 1/A, montrer que

E[Xt]=§- k=1,2, ..

Utiliser la densité de gamma pour évaluer ceci.

‘
5.8.19 Vérifier que Var(X)= —5 lorsque X est une variable aléatoire gamma de
paramétres # et A. A

1
5.8.20 Monuer que l‘[;) = /% . Procéder de la fagon suivante: on a

l o _l
I"(—J = fe "y dx
2 0

Effectuer alors le changement de variable y = +/2x et relier 'expression obtenue 2 la
distribution normale.

5.8.21 Calculer la fonction taux de panne d’une variable aléatoire gamma de para-
métre (£, &) et montrer qu'elle est croissante quand ¢ = | et décroissante quand ¢ < 1.

5.8.22 Calculer la fonction taux de panne d’une variable aléatoire de Weibull et
montrer qu'elle est croissante quand 8 = 1 et décroissante quand B < 1.

5823 Montrer que le graphe de In(In (i — F(x))~") en fonction de In(x) est une droite
de pente B quand K - ) est une fonction de répartition de Weibuli. Montrer également
quapproximativement 63,2% de toutes les observations d'une telle distribution sont
inférieures a @, Supposer que v = 0.

X - \?
v=(
o
Montrer que si X est une variable aléatoire de Weibull dont les paramétres sont v,
a, B, alors ¥ est une variable aléatoire exponentielle de paramétre L = 1| et vice versa.

5.8.24 Soit

5.8.25 Si X est une variable aléatoire béta de paramétres g et b, montrer que

ab
(a+b)(a+b+1)

fx]= a;;’ . Var(x)=

5826 Si X est uniformément distribuée sur lintervalle (a4, b), quelle est la vanable
aléatoire dépendant linéairement de X qui admet une distribution uniforme sur
l'intervalle (0, 1)?
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5827 On considére la distribution béta de paramétres (a, &#). Montrer que:

a) quand 2 > 1, b > 1, la densité est unimodale (¢’est-a-dire quelle a un mode
unique) de mode égal a4 (a — Df(a + b — 2);

byquandag € 1,b € 1, g + & < 2, la densité est soit unimodale, avec un mode en
0 ou en 1, soit en forme de U avec des modes 4 la foisen O et en 1;

c) quand g = 1 = & tous les points dans 'intervaile [0, 1] sont des modes,

A828 Soit X une variable aléatoire continue ayant une fonction de répartition F. On
définit la variable aléatoire ¥ par ¥ = F(X). Montrer que Y est uniformément
distribuée sur I'intervalle (0, 1).

5.8.29 Soit X une variable aléatoire de densité de probabilité /5. Trouver la fonction
de densité de la variable aléatoire définie par ¥ = aX + b.

5830 Trouver la fonction de densité de ¥ = e quand X est distribuée selon une loi
normale de paramétres p et 62 La variable aléatoire ¥ suit une distribution dite
log-normale (puisque ln ¥ a une distribution normale} de paramétres p et c°.

5.831 Soit X et Y des variables aléatoires indépendantes qui toutes deux ont la méme
chance d'étre égales 4 1, 2,..., (10)", o0 N est trés grand. Appelons D le plus grand
commun diviseur de X et Y et soit @, = P{D = k).

a) Montrer par un argument heuristique que @, = 1/k> Q,. On peut remarquer que
pour que D soit égal a k, k doit diviser X et ¥ et X/k et Y/k doivent étre premiers
entre eux (c’est-a-dire que leur plus grand commun diviseur doit étre égal 4 1).

b) Utiliser a) pour montrer que 1
0, = P{X et Y soient premiers entre eux} =

T 1/k
k=]

=
En vertu d’une identité bien connue selon laquelle X 1/k? = =%6, il s’ensuit que

Q, = 6/, '
(En théorie des nombres ceci est connu sous le nom de théoréme de Legendre).

¢} Maintenant établir que
= (P -1
o- 1 (%)

fm]

ol P; est le i~éme des nombres premiers rangés dans I'ordre de croissance, P, étant
2. Atitre d’indication, on peut noter que X et ¥ seront premiers entre eux s'ils n’ont
pas de facteurs premiers communs.

Pl —1 , s as .
! 3 ) = 6/n%; ce résultat a déja été mentionné sans

Ainsi de b} on voit que ﬁ {

i=1 i

explication dans le probleme 4.11.11 (la relation entre ce probléme et le probléme

4.11.11 réside dans le fait que X et ¥ sont premiers entre eux si leur produit XY n’a pas
de facteur premiet répété).
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59 PROBLEMES

59.1 Soit X une variable aléatoire dont la fonction de probabilité est:
d1-x3) -l<x<l

fxy = {0 sinon

a) Quelie est la valeur de ¢?
b) Quelle est la fonction de répartition de X?

59.2 Pour fonctionner, un systéme utilise une ceflule interchangeable. On dispose de
la piéce originale et d'une cellule de rechange. Si le systéme a une durée de vie aléatoire
X et que sa densité est donnée (en mois) par:

cxe 1 x>0

f(x)={0 >0

quelle est la probabilité que le systéme fonctionne pendant au moins 5 mois?

5.9.3 On considére la fonction

[ e2x =) D<x<}
flx) = {0 sinon

La fonction f représente-t-elle une fonction de densité? Si oui, déterminer ¢, Méme
question avec flx) donnée par

o2x —x%) 0<x<?

f(x)={0

sinon

59.4 La fonction de densité de X, variable aléatoire représentant la durée de vie en
heures d’un certain composant électronique, est donnée par;

10
=1y *710
0 x=10

a} Trouver P{X > 20).

b) Quelle est 1a fonction de répartition de X?

¢) Quelle est 1a probabilite que parmi 6 composants au moins 3 d’entre eux fonction-
nent durant au moins 15 heures? Quelles hypothéses faites-vous?

59.5 Une station service est approvisionnée en essence une fois par semaine. Si son
volume de vente hebdemadaire, en milliers de litres, est une variable aléatoire de
fonction de densité:

_s-x* o0<x<l
f(x)_{[) SiNON
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quelle est la capacité que doit avoir le réservoir pour que la probabilité d’épuiser
I'approvisionnement d’une semaine soit égal a 0,017

5.9.6 Calculer E[X] si X a comme densité

X

1 2
a)f(x)= -‘-‘—xe x>0
0 sinon

b)f(x)={c(l-x2) ~l<x<l

0 sinon

5

—_ >5
C)f(-r)= xz *

0 x=55

5.9.7 La densité de X est donnée par

a+bx’ 0<x<l
A= 0
sinon

Si E[X]= % trouver g et b.

5.9.8 La durée de vie en heures d’un tube électronique est une variable aléatoire ayant
pour densité

f(x)=xe™” x20
Calculer I’espérance de la durée de vie d’un tel tube,

5.9.9 Considérer I'exemple 4.12 du chapitre 4 et supposer maintenant que la demande
saisonnitre est une variable aléatoire continue de densité f. Montrer que la quantité
optimale a stocker est la valeur s* satisfaisant

. b
F(s')=—

b+t
ol b est le profit net par unité vendue, { est la perte nette par unité invendue et F est la

fonction de distribution curnulative de la demande saisonnidre.

5.9.10 Les trains A destination de A arrivent 2 la gare toutes les 15 min. 3 partir de
7 h. du matin, et les trains 4 destination de B arrivent toutes les 15 min. également,
mais a partir de 7 h 05 du matin. Un certain passager arrive 4 la gare & une
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heure uniformément distribuée entre 7 h €t 8§ h du matin et prend le premier train
qui se présente. a) Dans quelle proportion des cas se rendra-t-il 4 la destination A?
b) Qu’en est-il si le passager arrive 3 une heure uniformément distribuée entre 7h 10
et 8 h 10 du matin?

5.9.11 Un point est choisi au hasard sur un segment de longueur L. Interpréter cet
énoncé et trouver la probabilité que le rapport entre le plus petit et le plus grand

segment soit inférieure a %

5.9.12 Un bus circule entre 2 villes A, B distantes de 100 miles. On admet que lorsque
le bus tombe en panne, la distance de I'endroit de la panne i la ville 4 a une
distribution uniforme sur Uintervalie (0, 100). II y a une station de réparation en A,
une en & et une autre a mi-distance entre 4 et 8. On suggére qu'il serait plus efficace
d'avoir les 3 stations localisées respectivement a 25, 50 et 75 miles de A. Etes-vous
de cet avis? Pourquoi?

5.9.13 Vous arrivez A un arrét de bus 2 10h sachant que le bus arrivera & un certain
instant qui est distribué uniformément entre 10 h et 10 h 30, a) Quelle est Ia probabilité
que vous deviez attendre plus de 10 min.? b) 5i & 10h 15 le bus n’est pas encore arri-
vé, quelle est la probabilité que vous deviez attendre au moins 10 min, supplémen-
taires? :

5.9.14 Soit X une variable aléatoire uniforme (0, 1). Calculer E[X] en utilisant le
théoréme 5.1 et vérifier le résultat en utilisant [a définition de I’espérance.

§9.15 Si X est une variable aléatoire normale de paramétres p = 10 et ¢° = 36,
calculer:

(a) PIX>5); (b) Pl4<X <16}; (c) P{X <8}

(d) P{X <20}; (e} P{X>16}.

5.9.16 La quantité annuelie de précipitations (en cm) dans une certaine région est
distribuée selon une loi normale avec p = 140 et 6° = 16, Quelle est la probabilité
qu’a partir de cette année, il faille attendre plus de 10 ans avant d’obtenir une année
avec une quantité annuelle de pluie supérieure a 150 em? Quelles hypothéses faites-
vous?

5.9.17 Un homme tirant sur une cible re¢oit [0 points si son coup est 4 moins de 1 cm
du centre de la cible, 5 points s’il s’en €loigne de 1 2 3 cm et 3 points s'il s’en éloigne
de 3 & 5 cm. Trouver I’espérance du nombre de points si la distance du tir au centre de
la cible est uniformément distribuée entre 0 et 10.

5.9.18 Supposer que X est une variable aléatoire normale de moyenne 5. Si
P{X >9} = .2, quelle est approximativement Var(X)?

5.9.19 Soit X une variable aléatoire normale de moyenne 12 et de variance 4. Trouver
la valeur de ¢ telle que P{X > ¢} =.10.
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5.9.20 Si 65% de la population d’'une grande communauté est en faveur de
I’augmentation des taxes scolaires, estimer la probabilité qu’un échantillon aléatoire
de 100 personnes contienne

a) au moins 50 personnes en faveur de I'augmentation;

b) entre 60 et 70 personnes (inclus) en faveur de I’augmentation;

¢) moins de 75 personnes en faveur de 1’augmentation.

5.9.21 On suppose que la taille, en centimétres, d’un homme 4gé de 25 ans est une
variable aléatoire normale de parameétres p = 175et 67 = 36. Quel est le pourcentage
d’hommes de 25 ans ayant une taille supérieure 4 185 cm? Parmi les hommes mesurant
plus de 180 cm, quel pourcentage d’entre eux dépassent 192 cm?

5.9.22 La largeur (en ¢m) d’une fente entaillée dans une piece fabriquée en aluminium
est distribuée selon une loi normale de paramétres p = 2 et ¢ = 0,007, Les limites
de tolérance sont données comme étant 2,0000 £ 0,0120. a) Quel sera le pourcentage
de pieces défectueuses? b) Quelle est la valeur maximale que peut prendre ¢ afin que le
pourcentage de piéces défectueuses ne dépasse pas 1%, si la largeur des fentes suit une
distribution normale de paramétres p = 2 et o?

£9.23 On considére 1000 jets indépendants d*un dé homogéne. Calculer une approxi-
mation de la probabilité que la face 6 apparaisse entre 150 et 200 fois. Si la face 6
apparait exactement 200 fois, trouver la probabilité que la face 5 apparaisse moins
de 150 fois.

59,24 La durée de vie des puces d’ordinateur interactif produites par un fabricant de
semi-conducteurs est distribuée normalement de paramétres p = 1,4 x 10° heures et
o = 3 x 10° heures. Quelle est la probabilité approximative qu'un lot de 100 puces
contienne au moins 20 puces dont la durée de vie ne dépasse pas 1,8 x 1057

5.9.25 Utiliser un programme pour calculer P{X = 25}, quand X est une variable
aléatoire binomiale de paramétres # = 300, p = 0,1. Comparer le résultat avec son
approximation

a) poissonienne et

b) normale.

En utilisant I"approximation normale, écrire la probabilité cherchée sous la forme
P{X < 25,5} afin d’intreduire la correction de continuité, (Vous aurez besoin d’un
programme pour calculer I’ approximation de Poisson.)

89.26 Deux types de picces de monnaie sont produites dans une fabrique: des piéces
homogénes et des piéces biaisées, lesquelles montrent la face pile dans 55% des cas.
Supposons que nous possédions une piéce de cette fabrique et que nous ignorions si
¢lle est homogéne ou biaisée. Pour pouvoir déterminer de quelle pigce il s’agit, nous
effectuons le test statistique suivant: la piéce est lancée 1000 fois; si I'on obtient pile
525 fois ou plus, alors on conclut que c’est une piéce biaisée, tandis que si l'on obtient
pile moins de 525 fois, alers on conclut que ¢’est une piéce homogéne. Si la piéce est
réellement homogéne, quelle est la probabilité que I'on aboutisse 4 une conclusion
fausse? Qu'en est-il si la piéce est biaisée?
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5.9.27 Sur 10 000 jets indépendants, une piéce de monnaie donne 5800 fois pile. Est-il
raisonnable de présumer que la piéce n'est pas homogéne? Expliquer pourquoi. -

£9.28 Une image est composée de 2 régions, I'une blanche et 'autre noire. Lors d’une
lecture digitale, un point choisi aléatoirement dans la zone blanche donnera une
valeur qui est distribuée selon une loi normale de paraméires (4, 4). Un point choisi
aléatoirement dans la partie noire aura une valeur distribuée selon la méme loi, mais
de paramétres (6, 9). Considérons vn point choisi aléatoirement sur 'image et qui
présente une valeur égale 4 5. Désignons par a la fraction de I'image qui est noire.
Pour quelle valeur de o a-t-on la méme probabilité de se tromper en concluant que
le point choisi provient de la zone noire ou le contraire?

5.9.29 a) Une caserne de pompiers doit &tre construite sur une route de longueur A,
A <o, Si un incendie se déciare en des points uniformément distribués entre (0, 4), od
doit étre située la caserne pour minimiser 1’espérance de la distance jusqu'au feu?
Autrement dit, trouver a tel que E[lX - a|] soit minimisée lorsque X est distribué
uniformément sur (0, A),

b) Supposer A présent que la route soit de longueur infinie - partant du point O vers e,
Si la distance d’un incendie au point 0 est distribuée selon une loi exponentielle de
paramatre A, ol doit se trouver la caserne? Ici, on cherche A minimiser E]|X - al] ol X
est exponentielle de paramétre A. :

59.30 Le temps (en heures) nécessaire pour réparer une machine est une variable

aléatoire exponentiellement distribuée de paramétre & = %

a) Quelle est la probabilité que le temps de réparation excéde 2 heures?

b} Quelle est la probabilité conditionnelle qu'une réparation prenne au moins 10
heures, étant donné que sa durée a déji dépassé 9 heures?

£9.31 Le nombre d’années de fonctionnement d’une radio est distribué selon une loi
exponentielle de paramétre A = é Si Jones achéte une radio d’occasion, quelle est Ia

probabilité gu'elle fonctionne encore aprés 8 nouvelles années d'usage?

£.9.32 Jones estime que le nombre tetal de milliers de miles que peut parcourir une
voiture avant qu'elle ne soit mise 4 la ferraille est une variable aléatoire exponentielle
de paramétre A = ﬁ. Smith a une voiture dont il prétend qu’elle n’a roulé que 10 000
miles. Si Jones achéte la voiture, quelle est la probabilité qu’il puisse encore ['utiliser
pendant au moins 20 000 miles? Refaire le probléme en considérant 'hypothése que
la durée de vie de la voiture (exprimée en milliers de miles) suit une distribution
vniforme sur I'intervalle (0, 40} et non plus une loi exponentielle,

£9.33 Le taux de cancer des poumons chez les fumeurs dgés de 7 années, A(f), est tel
que

A = 027 + .00025(t+ — 40)%, 1= 40

En supposant qu’un fumeur de 40 ans survive a toute autre maladie, quelle est la
probabilité qu’il survive a 'age de
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a) 50 ans,
b) 60 ans
sans contracter un cancer des poumons.

£.9.34 Supposons que la distribution de la durée de vie d'un élément a une fonction
taux de panne A(H) = £, ¢ > 0.

a) Quelle est la probabilité que 'élément survive 4 I'dge de 2 ans?

b) Quelle est la probabilité que la durée de vie de I'élément se situe entre 0,4 et 1,47
¢} Quelle est la probabilité qu'un élément dgé de | année survive 4 I'dge de 2 ans?

£.9.35 Si X est uniformément distribuée sur lintervalle (—1, 1), trouver;
a) P{lX] > %};
b) la densité de la variable aléatoire | X|.

£9.36 Si Y est de distribution uniforme sur lintervalle {0, 5), quelle est la probabilité
que les racines de 'équation 4x* + 4xY + ¥ + 2 = 0 soient toutes deux réelles?

59.37 Si X est une variable aléatoire exponentielle de paramétre & = 1, calculer la
densité de la variable aléatoire ¥ définie par ¥ = In X.

£9.38 Si X est uniformément distribuée sur I'intervalle (0,1), trouver la densité
de ¥ = ¢*.

5.9.39 Trouver la distribution de R = 4 sin €, ou A est une constante fixée et on €
est uniformément distribuée sur 'intervalle ( —x/2, n/2). Une telle variable aléatoire
R apparait en théorie de la balistique. Si un projectile est tiré de I’origine avec un angle
a par rapport a la terre et avec une vitesse ¥, alors son point de chute R peut
s'exprimer par R = (v*/g) sin 2¢ ob g est la constante de gravitation égale 4 9,81 m/s°.






CHAPITRE 6

Variables aléatoires simultanées

6.1 DEFINITION DES DISTRIBUTIONS SIMULTANEES
6.1.1 Fonction de répartition conjointe

Nous n’avons traité jusqu’ici que de distributions de variables isolees. Or, il est
souvent nécessaire de considérer des événements relatifs 4 deux variables simultané-
ment, ou méme a plus de deux variables. On définit pour traiter de tels problémes une

Jonction F de répartition simultanée, ou comjointe, pour toute paire de variables
aléatoires X et ¥:

Fla,b)=P{X =a Y = b} —0< g, b< oo

6.1.2 Fonction de répartition marginale

La fonction de répartition de X peut étre déduite de la fonction de répartition
conpointe de X et ¥ comme suit:

Fx(a) = P{X = a}
=P{X=a Y <w}

= P(ltnzo{X <a Y= b})
=},i£1;1°P{X5a,YSb}
=;i£10F(a, b)

= F(a,x)



236 Initiation aux probabilités

Le lecteur remarquera qu'il a une fois de plus été fait usage, dans les équations
ci-dessus, de la propriété de continuité des fonctions de probabilité. On obtient par
ailleurs de maniére similaire la fonction de répartition de }:
Fy (b} = PlY = b}
= lim F{a, b)
o =00
= F(00, b}

Les fonctions de répartition F_et F, sont parfois dites fonctions de répartition margina-
lesde Yet Y.

6.1.3 Universalité des fonctions simultanées

La probabilité de tous les événements simultanément relatifs a ¥ et Y peut
théoriquement étre calculée grace aux fonctions conjointes définies plus haut. Suppo-
sons par exemple que 'on veuille calculer la probabilité que simultanément X soit
supérieure 4 a et ¥ 4 b. On procédera par exemple comme suit:

PX>a, Y>bl=1-P({X>aY>b})
=1-P{X > a}lu{Y > b}")
=1-P({X =a}lu{Y = b})
=1-{PX=a}l+PlY=<b}-P{X=aYY=b}
=1-Fx(a)— Fy(b)+ F(a,b) (6.1)

Cette derniére formule est un cas particulier de (6.2) ci-dessous, dont {a démonstration
est laissée en exercice.

Pla, < X =g;,b< Y =b} (6.2)
= F(a,, b)) + Fa,, b)) — F(a,, b,) — F(ay, b))

sous les conditions a, < a,, b, <b,.

6.1.4 Loi discréte conjointe

Dans le cas o0 X et ¥ sont deux variables discrétes, il est commode de définir la
fonction p svivante, dite loi de probabilité simultanée ou conjointe de ¥ et Y:

Pix,y)=PX=xY =y}
La loi de probabilité marginale de X s’en déduit ainsi:
Px(x})=PX =x}
= L plxy

yipix,y)=0
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De facon similaire
priy)= Y plxy)

x:piay)=0

6.1.5 Exemples de variables aléatoires simultanées
Exemple 6.1 On tire au hasard 3 boules d’une urne en contenant 3 rouges, 4 blanches

et 5 bleues. X et Y désignent respectivement le nombre de boules rouges et celui de
boules blanches tirées. La loi de probabilité simultanée p(i, /) = P{X =i, ¥ = j} de

X et Y est alors:
5 12 10
pl0,0) = (3)/( 3) =220

o= ()(/() -2
o= ()()/(2) -2
on-()/(2) 55
=)/
- C) /() -2
- () (/) -2
- ()0)/(2) -2
- ()(0/(2) -2

Il est commode d'exprimer ces probabilités 4 I'aide d’un tableau & deux entrées tel
que le tableau 6.1.
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Tableau 6.1

Somme de
, ligne
i Q 1 2 3 = PX =i
0 10 40 30 4 B4
220 220 220 220 220
1 30 60 18 0 108
220 220 220 220
15 12 27
2 — =1 0 0 —
220 220 220
1 1
3 —_— 0 0 0 —_—
220 220
Somme de 56 | 112 | 48 4
colonne = PlY = j} 220 220 220 220

Le lecteur remargquera que la loi marginale de X est calculée en faisant les totaux par
ligne, tandis que celle de Y Iest en faisant les totaux par colonne. C'est le fait que les
lois de X et Y individuellement puissent étre lues dans les marges du tableau qui leur

vaut leur nom de lois marginales.

Exemple 6.2 On sait que 15% des familles d’une certaine localité n’ont pas d’enfant,
20% d'entre elies en ont 1, 35% en ont 2 et 30% en ont 3. On sait de plus que pour
chaque famille un enfant a autant de chances d’étre un gargon qu’une fille, indépen-
damment du sexe de ses fréres et soeurs. La loi de probabilité conjointe de G, le
nombre de gargons d’une famille tirée au hasard, et de F, le nombre de filles dans cette

famille, est donnée dans le tableau 6.2.

Tableaw 6.2
j S;:In::e_de
i 0 1 2 3| e =1
0 15 10 0875 | .0375 | 3750
1 10 175 1125 0 3875
2 0875 | 1125 0 0 2000
3 0375 0 0 0 0375
Somme de
"‘;,f;’;”i NEL 3875 | 2000 | .0375

SOLUTION. On obtient ces probabilités de la maniére suivante:
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PG =

, F = 0} = P{n’avoir pas d’enfant} = 0,15
PIG=0,F=1}

= Plavoir | fille et | enfant au total}

Ptavoir | enfant} - P{avoir 1 fille]on a 1 enfant}
(0,20))

Plavoir 2 filles et un toial de 2 enfants}

Plaveir 2 enfants} - Plavoir 2 filles|on a 2 enfants}
(0,35

I
- o
I

La vérification des autres résultats du tableau 6.2 est laissée au lecteur. [ ]

6.1.6 Densité conjointe

Les variables X et ¥ sont dites conjointement continues s'il existe une fonction f
de deux arguments réels ayant pour tout sous-ensemble C du plan la propriété
suivante:

P{X,Y)e C}= ” f(x, y) dxdy (6.3)

(x.y)eC

La fonction [ est appelée densité conjointe ou simultanée de X et Y. Notons par A4
et B deux ensembles de nombres réels. En définissant C = {(x,y): x € A, y € B}, on
obtient grace a (6.3)

P{XEA,YEB}=I I fix, y)dxdy

Comime
F(a,b)=P{X e (—0,a], Y € (-, b}} (6.4)
b a
= J J flx, y) dxdy

-—0

i suffit de dériver pour obtenir

2

fla, b) = F(a, b)

3a ab
pour autant que les dérivées partielles soient définies. Au-dela de cette propriété on
peut donner une interprétation intuitive a une densité conjointe en partant de {6.4)
et grice au calcul suivant:

LY a4+ da
P{a€X<a+da,b¢ch+db}=J. J flx, y) dx dy

b ]

= f(a, b) da db
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a condition que da et db soient petits et que {'soit continue au point {(a,b). Aussi f{a,b)
est-glle une indication de Ia probabilité avec laquelle (X, ¥} sera dans le voisinage du
point (a, b).

Enfin, si X et Y sont des variables aléatoires conjointement continues, alors elles
sont individuellement continues, également. On obtient leurs densités marginales
ainsi:

P{XcA}=P{XecAYe(~0 0}

=J I flx, y) dydx
A o

= L fx(x) dx

ou

fx(x) = J_ flx, y) dy

Cette derniére fonction est clairement identifiable 4 la densité de X’ On obtient de
méme I'expression de la densité de Y:

fyr(y)= J_ flx, y) dx

6.1.7 Exemples d’applications des densités conjointes

Exemple 6.3 La densité conjointe de X et Y est donnée par

2¢e ¢ 0<x<o,0<y<o
flxy) = {0 sinon

On veut calculer:

a) PIX > 1, Y <1},
b) PIX < Y}et

¢) PIX < a).
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SOLUTION.

1 ]
2) P{x>1,Y<1}=J j 2e™%¢™™ dx dy
0 J1

1 oo
=J 2e'2*’(—e“ )dy
1] 1

1
=e_’J 2¢ 7 dy
1]

=e'(1-¢?)

b) PX < Y} =” 2¢™e P dxdy

(xylx<y

o ¥
I
Q 0

~ j 2771 — ™) dy
i

I 2" dy ~ J 2¢ 7 dy

u]

o
—~2
3

1
1
3

It

ar
L

c) PIX <a}= J I 2e Ve *dydx
L

=J e “dx
0

—a

=1—-e

Exemple 6.4 On considére un cercle de rayon R et I'on y choisit un point au hasard,
ce qui signifie que toutes les régions de taille donnée incluses dans le cercle ont la
méme probabilité de contenir ce point. En d’autres termes, la distribution de ce point
dans le cercle est uniforme. On admet que le centre du cercle est a I'origine des axes
de coordonnées. Les variables aléatoires X et ¥ représentient les coordonnées du point
choisi (figure 6.3). La répartition conjointe de X et Y étant uniforme, il doit exister une

constante ¢ telle que

six’+y’= R?
six’+y?> R?

fix, y) = [;
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On veut

a} trouver c,

b) trouver les densités marginales de X et Y et

¢) calculer la probabilité que la distance du point choisi au centre soit inférieure ou

égale 4 a.

—

X,
13,00

Figure 6.3 Densité conjointe
SOLUTION.
a) Du fait que

J I fx,y)dydx =1

il suit que

Cette derniére intégrale peut &tre évaluée en passant a un systéme de ceordonnées
polaires ou plus simplement en wtilisant le fait qu’'elle représente aire du cercle

de rayon R. Elle vaut donc n R? et par conséquent

1

¢ =
oR*?

b)
fxix)= I f(x, y) dy

1]
T
—
L +
& 3
™
1l
sl
[
!
%

!
L.
x
|
H'\J
HN
It
=
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Lorsque x* > RZ cette densité est nulle. La densité marginale de Y est donnée pour
des raisons de symétrie par

2
noo=;;JR1qF y’=R?
=0 yZ}RZ

¢} Lafonction de répartition de Z = «/X? + Y2, distance du point choisi 4 l'origine,
peut étre calculée comme suit: pour 0 € a € R,

Fz(a) = PNX*+ Y?=a}
=P{X*+ Y?=a?%

” f(x, y) dydx

on il a de nouvean été fait usage de la formule de I'aire d’un cercle de rayon a pour
calculer la derniére intégrale. a

Exemple 6.5 La densité conjointe de X et ¥ est

e pex<o,0<y<o

o ={¢

sinon
On veut calculer la densité de la variable aléatoire X/Y.

soLUTION. Cherchons d’abord la fonction de répartition de X/ ¥. Pour a > 0,

Fx;y(a) = P[%PE a}

= JJ e dx dy

xfy=a

w0 fay ’
= I J e " dx dy
1] 1]
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= I {(1—e" e Vdy

0

e—(a-‘-l))’
= _e_}‘+_
[ a+1 ]

1
a+l

= =}

Q

=1-

On obtient la densité de X/Y par dérivation de ce dernier résultat, ce qui donne
Syy @) = lfla + %40 < a <. |

6.1.8 Distribution conjointe de plusieurs variables

On peut définir les éiéments de 1a distribution conjointe de » variables en suivant
la méme démarche que celle utilisée dans le cas n = 2. Par exemple, la fonction de
répartition conjointe F de n variables X, X,, ..., X, a pour définition

F(al,ag,.”,an)=P{X15al,ngaz,...,X,,Eﬂ,,}

Par ailleurs, ces n variables seront dites conjointement continnes, s'il existe une fonc-
tion f de n arguments, appelée densité conjointe de ces variables, telle que pour tout
sous-ensemble C de 'espace a 7 dimensions

P{(X]9X29”'!X)EC}= IJH'I f(xl»---&xn)dxl deH‘dxn

(XX e O

On pourra écrire en particulier que pour toute collection de # sous-ensembles A,
A,,..., A, de I'ensemble des nombres réels

P{X|EA1,X2€A2,...,X"€A,,}

=J I "'I f(xl,.”,x,,)dxldxz-"dx"
w ¥ Aag Ay

Exemple 6.6 Distribution multinomiale

L’une des distributions conjointes les plus importantes est la distribution multino-
miale. Celle-ci modélise Fexpérience consistant 4 répéter » fois indépendamment une
épreuve admettant r issues différentes, de probabilités respectives p, p,..... p, telles que

r
Z p; = |. Désignens par X, le nombre d'épreuves ayant abouti au résultat de type
i=1

i dans la série compléte des # réalisations. On aura

n! LT L IR

PXi=n,X;,=n....X, = R} = mp1 p22 e pe (6.5)

pour tous les choix tels que £ n; = n.
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On peut vérifier (6.5} de la maniére suivante: toute séquence de » résultats composée
de n; occurrences du type £, i = |, 2...., r, aura pour probabilité p* pJ: ... p™ en raison
de I'indépendance des épreuves successives. Or il y a nljn|ln,...n! séquences de ce
genre puisque le total des »! permutations possibles doit étre divisé par le nombre #,!
des permutations des occurrences du type |, indistinguables entre elles, puis pat n,!
pour les mémes raisons et ainsi de suite. Ceci établit (6.5).

On appelle distribution multinomiale une distribution dont la loi de probabilité
conjointe est donnée par (6.3). Le lecteur constatera que, pour n = 2, cette distribu-
tion n'est autre que la distribution binomiale,

A titre d’application de cette distribution multinomiale, prenons le cas d’un dé

équilibré que 'on jette 9 fois. La probabilité que 1 apparaisse trois fois, que 2 et 3
apparaissent deux fois chacun, que 4 et 5 n"apparaissent qu’une fois et 6 jamais sera

srmrmmaite) (o) (o) (6) (6) (6) - mm (6)

6.2 VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES
6.2.1 Définition, critéres d’indépendance

Deux variables aléatoires X et Y sont dites indépendantes si, pour tout choix d'une
paire d'ensembles A et 8 de nombres réels, on a

PiXeA YeB=PXeAIP{Y € B} (6.6)

En d'autres termes, X et ¥ sont indépendantes si, quels que soient 4 et B, les
événements £, = {X € A} et Fz = {Y € B} sont indépendants.

On peut montrer, en s’appuyant sur les trois axiomes de la théorie des probabilités.
que (6.6) est vraie si et seulement si pour tout couple a.b de réels

PiX=aY=0b=PX=alPlY <b}
ce qui revient a écrire que X et ¥ sont indépendantes si pour tout couple a, b
Fa, b) = Fx(a)Fy(b)
Lorsque X et Y sont discrétes, la condition (6.6) est eéquivalente a
plx, y) = px(x)py (y) (6.7)
pour tout x et tout y. L'équivalence résufte d’une part du fait qu'en choisissant

4 = {xtet 8 = {1} dans (6.6), on obtient (6.7); d’autre part du fait qu'en supposant
(6.7) vraie, on aura pour toute paire d’ensembles 4 et B
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PIXeA YeB}=3% Y p(xy)

yel xc A

Y I px(x)py(y)

ye B xeA

ZB pr(y) L px(x)

XEA

Il

= PlY e B}P{X € A}

ce qui établit que (6.6) est un critére d’indépendance.
Lorsque X et ¥ sont des variables conjointement continues, le critére d'indépen-
dance sera

fx, y) = fielx}fy (y)

pour tout x et tout y.

Intuitivement parlant, on pourra donc dire que X ¢t ¥ sont indépendantes si le fait
de connaitre la valeur de I'une n’influe pas sur la distribution de 'autre. Des variables
gui ne sont pas indépendantes sont dites dépendantes.

6.2.2 Exemples de variables aléatoires indépendantes

Exemple 6.7 On réalise n + m épreuves indépendantes ayant chacune p pour probabi-
lité de succés. La variable X est le nombre de succés lors des n premiéres épreuves,
Y étant le nombre de succeés lors des m derniéres. X et ¥ sont alors indépendantes
puisque le fait de connaitre le nombre de succés lors des # premiéres épreuves n'influe
en rien sur celui des succés lors des m derniéres (¢’est [ la traduction de I'indépen-
dance des épreuves). On peut d’ailleurs écrire, pour toute paire d’entiers x et y

PIX=xY=y}= (:) pa—p (,:)P’u -p)", O=x=n
O=y=m
= P{X = x}P{Y = y}

Par contre X et Z sont des variables dépendantes si Z représente le nombre total de
succeés au cours des n + m épreuves (pourquoi cela?). [ ]

Exemple 6.8 On admet que le nombre de clients d’un bureau de poste en I'espace d’un
jour est une variable aléatoire poissonienne de parametre k. On note par p la probabi-
lité qwune persenne pénétrant dans ce bureau de poste soit un homme. On veut
montrer que, dans ce cas, le nombre des hommes et celui des femmes parmi kes clients
quotidiens sont des variables aléatoires poissoniennes de parameétres respectifs Ap et
A1 — p) et quelles sont indépendantes.

soLUTION, Désignons par X et ¥ respectivement le nombre de clients masculins et
féeminins de ce bureau de posle. Ces variables X et ¥ seront indépendantes si (6.7) peut



Variables aléatoires simultanées 247

étre verifiee. Pour obtenir une expression de P{X = i, ¥ = ji, on peut conditionner
selon les valeurs prises par X + ¥ de la maniére suivante:

PIX=LY=/}=PIX=LY=jX+Y=i+j}PIX+Y=i+j}
+PX=LY=jIX+Yzi+jIP{X+Y #i+}j}
[Le lecteur remarquera que cette équation n’est qu’une illustration de la formule

P(EY = P(E|F) P(F) + P(E|F)- P(F9)). Comme manifestement
PEIX=0LY=JIX+Y#i+j=0,ilreste

PIX=iY==PX=LY=jX+Y=i+j}P{X+Y=i+j} (68

Comme maintenant X + ¥ n'est autre que le nombre total des clients, on peut &crire
par hypothése que

A
(i + N

PIX+Y=i+j}=e* (6.9)

Par ailleurs, si I'on sait que i 4+ j personnes sont venues au bureau de poste, la
probabilité que 7 d'entre elles soient des hommes et j des femmes n’est autre que la
probabilité binomiale ¢ T7) p' (1 — p}<. Donc,

PIX=iY=j|X+ Y=;+f}=(itf)p‘(1—p)f (6.10)

La substitution des membres appropriés de (6.9) et (6.10) dans (6.8) livre

= ¥ me gl o= l+j i — 1,~A "
PX=iY=j ( ) )p(l pYe G+ )
0
- (I,f,’ AL - p)Y
_m(;\P) oA _py (A1 "P)]" 6.11)
i! J
Donc
P{X =i}= e“*P(’\f)i y e rm M = e*w{ix“’_)_f (6.12)
11 ! il
et de fagon analogue
PLY = j} = o210 [AQ1 :P)]! (6.13)
i

Finalement (6.11). (6.12) et (6.13) établissent les résultats attendus. [ |



248 Initiation aux probabilités

Exemple 6.9 Un homme et une femme se donnent rendez-vous. L’heure d’arrivée de
chacune de ces deux personnes sur les lieux du rendez-vous est une variable aléatoire
uniforme entre midi et une heure. Ces deux variables sont indépendantes. Quelle est
la probabilité que la premiére arrivée doive attendre plus de 10 minutes?

sOLUTION. Désignons par X et Y respectivement I'écart (en minutes) entre midi et
Parrivée de I'homme ou de la femme. X et Y sont alors des variables aléatoires
indépendantes et uniformément distribuées dans l'intervalle (0, 60). La probabilité
cherchée, a savoir PIX + 10 < ¥} + P{Y + 10 < X}, est par symétrie égale a
2PtX + 10 < Y On I'obtient ainsi:

2PIX+10< Y}=2 - ” flx, y) dx dy

x+10=y

=2 -” fx(fy(y) dxdy

X+ 1<y

&) y—10 1 2
j o .[ (60) Y

2 L]

1
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L'exemple qui suit est le plus ancien des problémes traitant de probabilité en
relation avec des modéles géométriques. Le naturaliste frangais Buffon fut le premier
au dix-huitiéme siécle a s'intéresser 4 ce probléme et il lui donna une solution. Aussi
ce probléme esi-il dit «de Paiguille de Buffon».

Exemple 6.10 Probléme de 'aiguille de Buffon.
Sur une table on trace des lignes paralléles espacées d’un écart D les unes des autres.
On y jette une aiguille de longueur L, avec L < D. Quelle est la probabilité que
'aiguille coupe une ligne (Iafternative étant que P"aiguille soit complétement située
dans une des bandes délimitées par les lignes)?

SOLUTION. On repérera la position de I'aiguille grice & la distance X entre le milieu
de celie-ci et la paralléle la plus proche, et grice 4 I'angle 0 entre I'aiguille et une
perpendiculaire aux lignes (voir figure 6.4). L aiguille chevauchera une paralléle si
I'hypoténuse du triangle rectangle de la figure 6.4 est de longueur inférieure & L/2,
c’est-d-dire si

L
ou X<§cose
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Figure 6.4

La variable X varie entre 0 et D/2 tandis que © varie entre 0 et #/2. Il est raisonnable
d’admettre que, dans ces limites, X et ¢ sont de distributions indépendantes et
uniformes. Aussi aura-t-on

P[X<§cosﬂ]= J‘J‘ fx (x)fo(y) dx dy

x<L{dcosy

w2 fL/2cosy
j I dx dy
] bl

w2
L
L 5 008 ydy

I I

olE &le -

Exemple 6.11 Caractérisation d’une distribution normale.

Appelons X et ¥ I’écart horizontal, respectivement vertical, entre le point d’impact

d’une balle et le centre de la cible. On admettra que

s X et Y sont des variables indépendantes continues de densités dérivables

+ la densité conjeinte de X et ¥, qui vérifie f{x, y) = f, (x)- £ (v} pour tout couple
(x, ¥), ne dépend des valeurs x et y qu’'a travers la fonction +/x* + y2,

En gros, la seconde hypothése indique que la probabilité d’impact sur une zone
minuscule entourant un point donné de la cible ne dépend que de la distance entre
ce point et le centre de la cible mais pas de I'orientation de ce point. On peut encore
exprimer cette propriété en disant que la densité conjointe est invariante par rotation.

Ces deux hypothéses entrainent une conséquence tout a fait remarquable: Xet ¥
sont normalement distribuées. La démonstration s’appuie d’abord sur une consé-
gquence directe des hypotheses, a savoir qu'il existe une fonction g telle que

[l y) = e (0)fr (y) = g(x* + y%) (6.14)

La dérivation des deux membres de (6.14) par rapport a x livre

i vy (y) = 2xg' (x> + y?) (6.15)



250 Initiation aux probabilités

On divise ensuite (6.15) par {6.14) membre & membre

fx(x) _2xg"(x" + )
fx(x) gl +y9)

ol
fx(x) _ g +y) ©.16)
2xfx(x)  g(x*+y%) '

Dans (6.16). le membre de gauche est constant car il ne dépend que de x, tandis que
celui de droite dépend de x* + y?; ceci permet en effet d'écrire, en choisissant pour
tout couple x,, x, deux valeurs y,, y, telles que x; + ¥1 = x3 + 3, et en utilisant
(6.16):

frxlx) _gai+yD) _ga+y3) _ fx(x)
2xfx(x) gy +31)  gx3+y1)  2x:fx(x)

Ce membre de gauche &tant constant, on peut écrire

fx(® _
xfx (x)

ou a (In £y (x}) = cx
dx

ce qui donne, aprés intégration des deux membres,

. ex? . w2
In fy(x} = a + ER ou frlx) = ke™

Par ailleurs, f, vérifie j'j_fr {x} dx = 1. La constante ¢ sera donc nécessairement
négative et nous I'écrirons ¢ = — /o’ Par conséquent

fx(x) = ke™*V2

En conclusion, X est donc une variable aléatoire normale de parameétres p = 0 et 6°.
Grice a un raisonnement tout a fait similaire, on peut établir que

—y2;2a2

frin) =

—— ¢
S2me

La seconde hypothése du probléme entraine par ailleurs que ¢° = 3*. Les variables
X et Y sont donc identiquement distribuées, en plus d’étre indépendantes et normales
de paramétres p = 0 et g’ =

6.2.3 Indépendance de plus de deux variables aléatoires

On peut évidemment étendre la notion d'indépendance de variables aléatoires a
plus de deux variables. Les n variables X |, X,...., X, seront dites indépendantes si, pour
tout choix de » ensembles de nombres réels 4, 4,..... A,
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P{X]EA],XzeAz,...,X,,EAn}= n P{XEEA,‘}

i=1
On peut comme pius haut montrer que cette derniére égalité est équivalente a
P{Xl = 013X25 a!!--oyxnsan}

n
= [] P{X; = a;} pourtousa,,as,...,d,

i=1

Une collection infinie de variables aléatoires est indépendante si tout sous-ensemble
fini que T'on puisse en tirer est composé de variables indépendantes.

6.2.4 Exemples d’indépendance de plusicurs variables

Exemple 6.12 Comment faire engendrer par un ordinateur un sous-ensemble de
composition aléatoire? La plupart des ordinateurs sont capables d’engendrer par
simulation des «nombres ailéatoires» qui sont, avec un certain degré d’approximation,
de distribution uniforme dans (0, 1). 1l est facile de construire a4 partir de 14 un
simulateur de variable aléatoire indicatrice, plus précisément, dans notre cas, un
générateur de variable de Bernoulli; supposons que 1 soit une variable aléatoire
indicatrice qui doive vérifier

PlIi=1}=p=1-P{I =0}

L’ordinateur peut simuler 7 en tirant un nombre aléatoire ¥ de distribution uniforme
dans (0, 1) puis en posant

I—{l silygp
o silU>p

Admettons maintenant que nous nous intéressions a la sélection aléatoire d'un
sous-ensemble de taille k, k¥ < n, de 'ensemble {1, 2...., #} de telle maniére que chacun
des (]) résultats possibles soit équiprobable aux autres. La méthode qui est exposée
ci-aprés permet d’effectuer ce tirage. Pour ce, commengons par simuler le tirage
séquentiel de n variables indicatrices [, I,,.... [, de telle maniere qu’exactement &£ de
ces indicatrices aient 1 pour valeur. Les indices / pour lesquels [, = 1 seront les

éléments du sous-ensemble a construire,
Pour engendrer les variables aléatoires Iy, I,...., I,, commengons par simuler le

tirage de n variables indépendantes uniformes sur (0, 1), notées U,, U,...., U,. On
definit ensuite

. k
I, 1 si U,é;;

0 sinon
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et subséquemment on pose de maniére récursive

k=, +--+1
1 siU,, < (4 - )
= h=1

0 sinon

En d’autres termes, on attribuera & 7., la valeur 1 avec une probabilité égale au

nombre de places qu'il faut encore pourvoir dans le sous-ensemble a tirer (3 savoir
i

k — Z L) divise par le nombre restant # — { d'occasions qu'il reste de pourvoir ces

i=1
places. (On rappelleiciquesi J;, | = 1,le nombre i + | sera inclus dans le sous-ensem-

ble 4 urer). La loi conjointe des variables I, [,,..., I, est donc donnée par

k
Pl =1)y=—
n

k- i L
i=1

- l<i<n
n—1

P{Ifﬂ:llfl;---,li}:

La preuve que les scus-ensembles ainsi choisis sont tous équiprobables peut étre faite
par induction sur & + n. Elle est immédiate lorsque k¥ + n = 2, donc lorsque
k = 1etn = | Supposons donc qu'elle soit établie pour & + » < /. Montrons
qu'elle le sera pour £ + #n = { + 1. On considére un sous-ensemble de taille &
quelconque, §| < §,... < i, par exemple, et distingue les deux cas suivants:

Plly=I,=---=L=1L=0 ailleurs}
=PL=1}P{L,=--- =1, =1,1,=0 ailleurs |I, =1}
Etant donné que /; = 1, le reste des élements du sous-ensemble sera choisi comme
s'il fallait tirer un sous-ensemble de taille & — 1 parmi n — | éléments, nommément
les nombres 2, 3...., n. En vertu de I'hypothése d'induction, la probabilité condition-

nelle d’obtenir un sous-ensemble bien déterminé de taille & — 1 sera 1/(; !}. Aussi

Plhy=I,=---=1[=1,5=0 ailleurs}
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« Cas2:ii # 1.

Pll,=L=--+=1 =1,1L=0 ailleurs}

=P{L,=---=1I,=14=0 ailleurs |f, =0}P{i, =0}

k

(;;_15(1':) =_(

1

(2)

253

ol nous avons fait usage de Uhypothése d'induction lors de 'évaluation de l1a
probabilité conditionnelle que nous avons fait apparaitre.
Aussi a-t-on 'assurance que tout sous-ensemble de taille & donné apparaitra avec

probabilité 1/(3).

REMARQUE. Cette méthode pour générer un sous-ensemble aléatoire nécessite une trés
faible quantité de mémoire. Un algorithme plus rapide mais qui requiert plus de
mémoire est présenté dans la section 10.1.2 du chapitre 10. (Cette derniére méthode

utilise les & derniers éléments d’une permutation aléatoire de 1, 2, ..., n.)

Exemple 6.13 Admettons que X, ¥ et Z sont trois variables aléatoires indépendantes

et uniformément réparties sur (0, 1). On souhaite calculer PIX = YZ).

soLuTIoN. On sait que

fxyz(xw z) = fx(fy (¥)fz(z) =1 0=x=10=y

on a

PIX=YZ)= J fxvz(x, vy z)dxdydz

]

[
(=]

[

J0

"1 i
I dxdydz
¥i

1

(1—yz)dydz

<

=

Exemple 6.14 Une interprétation probabiliste de la demi-vie.
Soit N(r) le nombre de noyaux contenus dans une masse radioactive d'un matériau,
au temps {. Le concept de demi-vie est souvent défini de maniére déterministe; en effet,
c’est expérience qui a permis d’établir que pour une valeur # appelée la demi-vie

1,0=s2z=1
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N@ = 277" NO), 1> 0.

(Remarquer que N(k) = N(0)/2.) Puisque I’égalité ci-dessus implique que pour tous
s et £ non négatifs

NG+ 5) = 276D NQ) = 274% N(s)

il s’ensuit que, indépendaminent du temps s écoulé, pendant un temps additionnel ¢,
le nombre de noyaux restants sera diminué d’un facteur 2%

Comme la relation déterministe précédente résulte d’observations de masses ra-
dicactives contenant une grande quantité de noyaux, elle pourrait bien étre consis-
tante avec une interprétation probabiliste. La clé pour la déduction du modéle
probabiliste approprié pour la demi-vie réside dans I'observation empirique suivante:
la proportion de désintégration dans un intervalle de temps donné ne dépend ni du
nombre total de novaux au début de I'intervalle ni de la location de cet intervalle (vu
que N(1+ s)/N(s) ne dépend ni de N(s} ni de s). Par conséquent, il apparait que
chaque noyan individuel réagit indépendamment des autres et selon une distribution
de durée de vie sans mémoire. Etant donné que "unique distribution sans mémoire
est la distribution exponentielle et qu'exactement la moitié de la quantité de masse
donnée disparait toutes les 4 unités de temps, on propose le modéle probabiliste
suivant pour la désintégration radioactive.

Interprécation probabiliste de la demi-vie h: Les durées de vie des noyaux individuels
son{ des variables aléatoires indépendantes de distribution exponentielle dont la
médiane est égale a #. En d’autres termes, si L représente la durée de vie d’un noyau
donné, alors

PlL < =1—2"*

(Comme P{l < h} = V2 et que I'égalité précédente peut étre écrite sous la forme
P{L<ty=1— exp{——fl%!—z}. on voit que L suit effectivement une distribution

exponentielle de médiane i)

On notera qu’avec cette interprétation probabiliste de la demi-vie, si 'on compte
N(0) noyaux au temps 0, alors N(1), le nombre de noyaux restants au temps £, suivra
une loi binomiale de paramétres # = N(0) et p = 277, Des résultats du chapitre 8
montreront que cette interprétation de la demi-vie est consistante avec le modéle
déterministe lorsque 'on considére la proportion d’un grand nombre de noyaux qui
se désintégrent pendant un Japs de temps donné, Cependant, la différence entre
'interprétation déterministe et probabiliste devient apparente av moment ol I'on
considére le nombre actuel de noyaux desintégrés. Nous allons maintenant mention-
ner ce fait par rapport a la question relative a la désintégration des protons.

1l y a une controverse sur la désintégration ou non des protons. Une théorie prévoit
Ia disparition des protons avec une demi-vie d’environ 4 = 10°° années. Une vérifica-
tion empirique consiste 4 suivre un grand nombre de protons pendant, disons, 1 ou
2 ans, et a déterminer sl ¥ a une diminution pendant cette période. (i est clair qu’il
n’est pas possible de suivre une masse de protons pendant 10™ années pour vérifier si la
moitié d'entre eux disparait.) Supposons que 1’on puisse garder trace de 10® protons
pendant ¢ années. Le nombre de désintégration prédit par le modéle déterministe
serait donné par
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h(1 — 27¢/%)

1 — 27¢k

T

== lin; (1 — 27)/x puisque 1/ = 107% = 0

NWO) — N©o

H

lim (¢27* In2) d'aprés la régle de 'Hépital

X =)

cln2 = .6931¢

fl

Par exemple, le modéle déterministe prévoit 1,3863 disparus en 2 ans, et I'on
_entre donc sérieusement en conflit avec I'hypothése que les protons meurent avec une
demi-vie de 10* années si aucune désintégration n’a été observée pendant ces 2 ans.

Comparons maintenant ces conclusions avec celles obtenues 4 partir du modéle
probabiliste. Supposons de nouveau que la demi-vie des protons est # = 10° ans et
suivons A protons pendant ¢ années. Comme il y a un grand nombre de protons
indépendants, chacun ayant une trés petite probabilité de mourir pendant cette
période, cela implique que le nombre de désintégration aura (avec une trés forte
approximation) une distribution de Poisson de paramétre égal 4 (1 — 2"} =~ ¢ln 2.
Ainsi

e~ ¢in2

= M < 20

1

P{0 perte}

et, de fagon générale,

P{ﬂ pel'les} —_ M , nx0

nt

Ainsi, bien que le nombre moyen de disparitions sur 2 ans soit (selon le modéle
déterministe) 1,3863, il y a une chance sur 4 qu’aucun proton ne meure, indiquant par
la qu'un tel resultat ne peut en aucune fagon valider 'hypothése originale sur la
désintégration des protons. ]

6.3 SOMMES DE VARIABLES ALEATOIRES INDEPENDANTES

6.3.1 Convolution

Il est trés souvent nécessaire de déterminer 1a disiribution de la somme X" + ¥ de
deux variables aléatoires X et ¥ indépendantes en se basant sur leurs distributions
marginales. Supposons que ces distributions soient données par les densités £ et f,.
Le calcul suivant résout le probléme
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Fxiy(@a})=P{X+Y =a}

” fx (Ofy (y) dxdy

x+ys=sa
£ o a—y
= fx(x)fy(y) dx dy
-0 oo (6.17)
ad a—y
= I fx{(x)dxfy(y)dy
=1 Fx(a - y)fy(y) dy

La fonction obtenue dans (6.17), ici fonction de répartition de X' + ¥, est appelée
convolution des fonctions F, et f,. La densité f, , d’'une somme est obtenue par
convolution également, tout comme sa fonction de répartition. 11 suffit en effet de
dériver (6.17) pour obtenir f, |

_d(” _
fx+y(a}—da ImFx(a v (y) dy

® d
= Lo E;Fx(a - y)fy(y) dy {6.18)

= J fx(a—y}vy(y)dy

qui est bien une convolution, celle de £, et /.

Exemple 6.15 Cas de la somme de deux variables aléatoires uniformes indépendantes.
Admettons que X et ¥ scient uniformes sur (0, 1) et indépendantes. Déterminons la
densité de X + V.

SOLUTION. On a
1 0<a<l
4] sinon

fu@r=friar =

En application de (6.18), on peut écrire

fxvi(a) =I fx(a—y)dy

1]

Pour 0 < ¢ < 1, on obiient

a

frevia) =J dy=a

o
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tandis que pour I < ¢ < 2, on aura

1
fx+v(0)=I dy=2—-a
a—1
Ainsi
a O0=a=1
fxivia)=2-a 1<a<2
0 sinon ™

6.3.2 Additivité de la loi Gamma

On se souvient que la densité d’une variable aléatoire suivant une loi gamma est
de la forme
_ Ae—.\y(,\y)l—]

Fy) T

O<y<

ou (A, est le couple des paramétres spécifiques d cette variable. La famille des
distributions gamma posséde une importante propriété d’additivite lorsque A est
constant. Enoncé autrement, lorsque A est constant, la famille est stable pour la
convolution; ce qu'explicite le théoréme suivant:

Théoréme 6.1

Si X et Y sont deux variables indépendantes suivant des lois gamma de paramétres
respectifs (s, M) et (1, M), X + Y sera également une variable de [oi gamma avec .
paramétres (s + 1, L),

DEMONSTRATION. On utilise (6.18):

=_1_ ? —~r(a—y) IR T2 B Y -1
fx+via) F(s)r(:),L Ae PA(a = )T Ae™V(Ay)"T dy
=K8‘A0J (a_y)s—lyt—'l dy
0

on pose alors x = y/a, ce qui donne

1
Ke—.\aas+!—l j (1 _ x)!‘—lxt—l dx
Q
= Ce")\aas-n—'l

ou la valeur de la constante C ne dépend pas de a. Cette derniére expression étant
une densité, son intégratien devra donner 1, ce qui déterminera la valeur de €. On
trouve aprés calculs

Ae—'Aa(’\a)si-r— I

fx+v(a) = T(s + 1)

ce qui etablit le théoréme, [
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H est a partir de 1 facile de démontrer par induction que si X, i = 1,..., n sont
des variables indépendantes suivant des lois gamma de paramétres respectifs (z;, &),

L4 . H
{=l,...malersZ X;suivra aussi une loi gamma de paramétres (X ¢, A}. Ce travail

i=1 r=1

est laissé en exercice.
6.3.3 Premiére application; somme de variables exponentielles

On considére » variables aléatoires exponentielles indépendantes de méme pa-
ramétre h. Une variable exponentielle de paramétre A étant en fait également une
variable de loi gamma (1, &), le théoréme 6.1 permet de conclure que 1a somme
X, + X;+ ... + X, suit une loi gamma de paramétres (1, A).

6.3.4 Deuxiéme application: densité des lois x>

Soient n variables aléatoires Z|, Z,...., Z, normales centrées réduites et indépen-
L3

dantes. La distribution de la variable Y = T Z? est appelée distribution chi-carré a
i=1

n degrés de liberté, que I'on note parfois distribution 1.
Nous allons déterminer sa densité. Pourn = let ¥ = Zf, la densité de ¥ a été
calculée a 'occasion de la résolution de I'exemple 5.29 ou 1'on avait trouvé

frty) = z—j;—[fz(\/}) + fr (D]

1. —-1/2 1 1/2-1
se " (3y)

In
On reconnaitra ici la densité de la loi gamma de parameétres (%, !y, [En comparant
lexpression ci-dessus a la densité gamma mentionnée et en se souvenant que ces
deux fonctions sont des densités dont I'intégrale vaut nécessairement 1, on obtient
fe résuitat secondaire intéressant I') = /m et par suite [identité annonceée),
Puisqualors Z? suit pour tout / une loi gamma (2, é), en vertu du théoréme 6.1 la
loi %, n'est rien d"autre que la loi gamma (472, 1). Sa densité est done

v 3

le'ﬂz (z)n;’Z—l
2 2
n
rl-
¢)

W2 2k
_eym p>0

f)m‘Z . E)
- 1(2

i

fxz()’)= y=>0
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Lorsque # est un entier pair, on calcule I'(#/2) en utilisant la relation

I'(n/2) = [(n/2) — 1]!. Si » est impair, on utilise autant de fois que nécessaire 1a rela-
tion I'(f) = {r — 1) F(+ — 1) et le résultat précédemment obtenu l'() = Jx. [A titre
d'exemple, TQ) = O TQ) = QAT = A Vn).

Dans la pratigue, on rencontre la dnstnbunon x? comme étant la répartition du
carré de I'erreur obtenue lors d’un tir sur une cible & » dimensions, lorsque les erreurs
le long de chaque axe sont de répartition normale standard. Au-deld de cet exemple,
la distribution %2 joue également un réle important dans le domaine de la statistique
inférentielle.

6.3.5 Additivité de 1a loi normale

On peut grice & (6.18) établir également I'important résultat suivant concernant
des variables normales:

Théoréme 6.2
Soient X\, X,,..., X, des variables aléatoires indépendantes normales de paramérres

(TP ()‘2 Li=1,.., n Lavariable E X, est alors normale de parametres Z W, et E ol
i=1 i=}

La démonstration de ce théoréme est laissée en exercice.
6.3.6 Additivité de lois discrétes: loi de Poisson, loi binomiale

Plutdt que d’essayer d’exhiber une formule générale donnant la distribution d'une
somme de variables discrétes, deux cas particuliers seront traités a travers des exem-
ples: celui de la somme de variables poissoniennes puis binomiales.

Exemple 6.16 Somme de deux variables aléatoires de Poisson indépendantes, On veut
ici déterminer la loi de probabilité de X + ¥ ou X et Y suivent des lois de Poisson
de paramétres A, et A,

SOLUTION. L’événement {X + Y = n} est l'union disjointe des événements
X =k, Y=n—kipourk =0, 1,., »n Donc

ﬂX+Y=nh=iHX=hY=n+H
k=D

Z P{X =k}PlY =n—k}

k=n

= Z e_*l’\_:‘ “)‘2_—--."\g )
o k! (n— k)N
= o thiTAs) & ATAsK
k =i} k'{n—k)'
_ e—(al+)\2] i n! Ak’\n—k
nt Sokta-kn"'"0?

e"'(AI+Az?

=T(f\| + An)”

En d’autres termes, X + ¥ suit une loi de Poisson de parametre A, + A,. "
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Exemple 6.17 Somme de variables binomiales indépendantes.
On cherche toujours la loi de X + V¥, les variables X et ¥ étant ici binomiales de
paramétres (u, p) et (m, p) respectivement.

SOLUTION. Sans faire le moindre calcul, on peut déterminer que X + ¥ suit une loi
binomiale de paramétre (# + m, p). Il suffit de revenir a 'interprétation qui présente
une variable binomiale X de loi notée b(n, p) comme le nombre de succés obtenus lors
de la répétition de # épreuves indépendantes ayant chacune une probabilité p de
succes. Si ¥ compte le nombre de succés de probabilité p lors d’une suite de m
épreuves, et si de plus X et ¥ sont indépendantes, alors X + ¥ peut représenter le
nombre de succés de probabilité p lors d’une suite de n + m épreuves. 11 s’agit bien
la d’une variable de loi binomiale b{n + m, p). Mais on peut établir ce méme résultat
de maniére analytique:

H

PIX+Y=kl=%F PIX=iY=k-i}
=il
=3y PIX=0PlY=k—i}
F=()
= o H Pon=i m h=i _m—k+y
:Z:n(f)p (k"'f.)p 7
oug=1— petou(;) = 0lorsquej > r. Donc

PIX +Y =k} =plq™m™ % (’?)(km )

i=0 \ 1 —- i

et le résultat attendu apparait aprés application de Pidentité combinatoire
n+m = {n "
( ) - z ( ‘)( .)
k FE-143 I k =1 [ ]

6.4 DISTRIBUTIONS CONDITIONNELLES
6.4.1 Cas discret

On se souvient que, pour toute paire d’événements £ et £, ka probabilité de £ sous
condition que F soit réalisé est, pour autant que P(F} > 0,

P(EF)
P(F)

P(E|F} =

[l est naturel a partiv de 14 de définic la loi de probabilité de X sous la condition
Y =
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Pxiv(xjy)=P{X =x|Y =y}

_ PiX=x Y=y}
PlY =y}
_pxy)
py(y)

pour tous les cas ol pp{y) > 0. On definit également la fenction de répartition
conditionnelle de X, sachant que ¥ = y, pour autant que p,(»} > 0 toujours:

Fxiv(x|y) =PI X =x|Y =y}
=¥ Pxiy{aly)

a=x

On constate done que les définitions sont exactement les mémes que dans le cas o
il nexiste pas de condition. Simplement, les probabilités sont toutes modifices par le
fait que I'on sache que Y = y.

Lorsque X et ¥ sont indépendantes, les lois conditionnelles et non conditionneiles
sont identiques. On peut se convaincre de cette évidence grice au calcul suivant:

Pxiy(x|y) =P{X =x|Y =y}

_PX=xY=y}
PY =y}

___P{Xr- x}PLY =y}
P{Y =y}

=PlX =x}

6.4.2 Exemples de distributions conditionnelles discrétes

Exemple 6.18 La loi conjointe de probabilité p(x, y) de deux variables X et ¥ est
donnée ainsi:

p0,0)=4 pO,H)=2 pQ,00=1 p{l,1)=.3
On veut trouver la loi conditionnelle de X lorsque ¥ = 1.

soLuTION. On calcule d’abord

pr() =% p(x,1)=p0,1)+p(1,1)=.5

Ainsi
_p0.1) 2
Pav O =70y =5
et
_plLny 3
v (D) =7 o= .
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Exemple 6.19 Soient deux variables poissoniennes X et ¥ indépendantes et de para-
métres A, et h,. On souhaite connaitre la loi conditionnelle de X lorsqu'on sait que
X+ Y =n

soLUTION. Cette loi sera obtenue ainsi:
=}3’{){'——-.'c,)(+ Y =n}
P{X +Y =n}
=P{X=k, Y=n—-k}
PX+ Y =n}
=P{X =kIPlY =n-k}
PIX+Y=n}

PIX=k|X+Y=n)

ou la derniére transformation se fonde sur I'indépendance de X et ¥. La loi de la
somme X 4 Y ayant déja été calculée (d’aprés 'exemple 6.16, il s’agit d’une loi de
Poisson de paramétres &, + 1), l'expression précédente devient

e—A,)‘che—a,/\;—k[e-u,u,)()‘l +A2)n]—l
kKt (n =k

n! AFATH

T =K (A + A"
- (:)(a,ilaz)k(x.faz)n_k

En d’autres termes, la variable X suit, sous la condition que X + ¥ = #, une loi
binomiale de paramétres n et A, /(A + A,). [

PIX =k|X +Y =n} =

ml

6.4.3 Cas continu

Soient X et Y des variables de densité conjointe fix, y). On définit la densité
conditionnelle de X sous la condition ¥ = y, et lorsque f,,(¥) > 0 par la relation

‘ _fxy)
Fev(xly) o (v)

On peut donner un fondement intuitif 4 cette définition en multipliant le membre de
gauche par dx et celui de droite par (dx dy)/dy pour obtenir

_flxy)dxdy
fxw(xb’) dx v () dy

_Px=X=x+dyy=sY =y+dy}
Ply=Y =y+dy}
=Plx<X<x+dcly<Y<y+dv}




Variables aléatoires simullanées 263

En d'autres termes, lorsque dx et dy sont assez petits, la quantité f (x{y) dx
représente la probabilité conditionnelle que X soit entre x et x + dx, sachant que ¥
est comprise entre y et y + dy.

L'usage de ces densités conditionnelles rend possible le calcul de probabilités
d’événements relatifs a une variable, sous condition qu’une seconde ait pris une valeur
connue. Nommément, lorsque X et ¥ sont conjointement continues et pour tout
événement A relatif a X, on aura

PiXecAlY =y}= Jafxiv(xiY) dx

Si en particulier on choisit 4 = {— oo, 4], on aboutit a la définition de 1a fonction de
répartition conditionnelle de X sous la condition ¥ = p:

Fxiv(aly)=sP X =alY =y}= J Fav{x|y) dx

Il faut noter le fait que les notions qui viennent d’&tre présentées permettent le
calcul de probabilités conditionnelles méme dans les cas ou la probabilite de la
condition (a savoir ¥ = p) est nulle, ce qui est assez remarquable.

6.4.4 Exemples de distributions conditionnelles continues

Exemple 6.20 Soient X et Y des variables ayant pour densité conjointe

%"x(Z—x*y) 0<x<],0<y<1

fix, y)= {0

sinon

On cherche la densité conditionnelle de X, sachant que ¥ = y, o0 0 < » < |.

SOLUTION. On aura, lorsque 0 < x < let0 < p < 1

_fixy)
Fay(x|y) = Fr ()

__fxy)
T flx, y) dx

__x2-x-y)
i x(2~x—y)dx

=x(2—x—y)
$— /2

_6x(2-x-y)
T 4-3y
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Exemple 6.21 Supposons que X et Y aient pour densité conjointe

e—xa’)‘e—}‘

flx,y)= y
0 siron

0<x<oo,l<y<o

On cherche a calculer PIX > 1| Y = y).

soLuTION. Cherchons d’abord la densité conditionnelle de X lorsque Y = y;

fx, y)
{x|y)=
Fxivix|y o ()
_ e-la")'e‘“)’};y
e [T (1/y)e ™" dx
= 1e-—w’)‘
y
A. . o0
nsi P{X>1|ny}=j le—n’ydx
t ¥
= _e—n’? °'°
i
—1/¥

=€

Comme dans le cas discret, X et ¥ ont une méme densite conditionnelle et non
conditionnelle en cas d’indépendance. En effet, sous cette hypothése

_fxy) _ A&fv(y)
friy) fr(y)

Sy (x[y) = fx(x) .

6.4.5 Autres cas de distributions conditionnelles

On peut parler de distribution conditionnelle méme lorsque les variables mises en
jeu ne sont ni conjointement coniinues ni conjointement discrétes. On peut par
exemple imaginer le cas de deux variables, 'une notée X continue de densité f, 'autre
discréte notée N, et s'intéresser 4 la densité conditionnelle de X sous la condition
N = n. Tout d’abord

Plx < X <x+dx|N =n}
dx

=P{N=n|x<X<x+dx}P{x<X<x+dx}
P{N = n} dx
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Lorsque dx tend vers 0, on peut récrire cette £galité ainsi:

. Plx<X<x+dx|]N=n} PIN=n|X=x}
dim, dx =T PN=ny ¥

o I'on voit que la densité cherchée est

PIN=n|X =x}
P{N = n}

f(x)

fxn(x|n) =

Exemple 6.22 On considére une suite de n + m épreuves indépendantes identiques.
Leur prebabilité de succés n'est cependant pas connue d’avance. On admet qu’eile est
aléatoire et distribuée uniformément dans I'intervalle (0, 1). Que devient cette distri-
bution si I'on apprend qu’une réalisation des m + n épreuves a donné » succés ?

soLUTION. Désignons par X la probabilité de succes a I’occasion d’une épreuve isolée.
X est uniforme sur (0, 1). Si l'on sait que X = x, les # 4+ m épreuves sont indépendan-
tes et la probabilité de succés de chacune est x. Le nombre N des succés est donc une
variable binomiale de paramétres (n + m, x). Dés lors, la densité conditionnelle de
X sous la condition N = n est

P{N = n|X = x}fx(x)
P{N = n}

(n+m)x”(1—x)"'
_ n
B P{N = n}

=ex"(1—x)"

Fxin(x|n) =

0<x<l

ou ¢ ne dépend pas de x. On reconnait la densité de la loi béta de paramétres
(m+ 1L,m+ 1)

Ce dernier résultat présente un intérét supplémentaire: si dans notre expérience la
distribution a priori (c’est-d-dire avant toute realisation) de la probabilité de succés
d’un tirage est uniforme sur (0, 1} - ce qui équivaut 4 dire qu’elle suit une loi béta
de paramétres (1, 1) la probabilité a posteriori (donc conditionnelle) suit une loi béta
(1 + n, 1 + m)lorsqu’il y a eu n succés parmi les n + m épreuves. Cet exemple donne
donc un fondement intuitif qui permet de mieux sentir ce que représente I’hypothése
pour une variable de suivre une loi béta. [

6.5 STATISTIQUES D'ORDRE
6.5.1 Deéfinition
Considérons X, X,,..., X,, un groupe de » variables aléatoires indépendantes

identiquement distribuées, continues de densité fet ayant une fonction de répartition
F. On deéfinit les variables aléatoires snivantes:
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Xlo, o,,.... ,) vaudra le plus petit des X (w))
Xoy(®, ,,.... w,) vaudra le second plus petit des X {®,)

X p(®), 0., 0,) vaudra le j-€me plus petit des X{@)

Xim (03, 0,,..., @} vaudra le plus grand des X (o),
on (@, M,...., @,) est un événement de I'ensemble fondamental associé aux variables
conjointes X}, X,...., X, Les fonctions ordonnées X, < X; < ... € X, sont
appelées statistiques d’ordre associées a X |, X,,.... X,. En d’autres termes, ces variables
font correspondre 4 un événement conjoint non pas les valeurs directes mais les
valeurs classées par ordre croissant.

6.5.2 Densité conjointe

On peut obtenir la densité conjointe des statistiques d’ordre en prenant pour
point de depart le fait que les variables X, X,,.... X,,, prendront les valeurs
X € X;... € X, siet seutement s'il existe une permutation (f, f,...., i,} de (1, 2..... n)
telle que

XI =xi|9X2=xi29'-79Xn=xi,.

Or, pour toute permutation semblable, on peut écrire

£ £ £ £
Y i+_""9 i T n I + -
‘F'[JcI 2<X1€x1 2 x;, 24X < X, 2}

Enfx,,.._,x.. (xhv ey xi,,)
e"f(x,) o flx)
e"f(xy) -+ - flxa)

De ce fait, en passant aux statistiques d'ordre, on aura

i

£ £
.,x,,w§<X<,,,<x,,+—]

£ £
P{x|_‘i{X“}<x|+ 2

5,. .
= n!s"f(xl) . 'f(xn}

Lorsqu’on divise par £” et a condition que ¢ tende vers 0. on obtient

Fxomdion (Kir Xay oo o Xa) = BUA(R) o f(xa) X < X2 <o < X, (6.19)

1] existe une justification intuitive & (6.19): dés que (X, X,..... X, ) prend pour valeur
'une des a! permutations de (x|, X,...., X, ). les variables conjointes (X, Xy.--.s X))
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prennent pour valeur (x,, x5..., X,} precisément. 11 y a d’ailleurs équivalence. Comme
la densité de probabilité pour toute permutation de (x,, x,,..., x,) est fix)) ... fix,}
{6.19) se trouve expliquée.

Exemple 6.23 Trois personnes sont échelonnées «au hasard» sur une route de un
kilométre de longueur. On se demande la probabilité que les personnes soient espacées
d’au moins 4 kilométre, o étant inférieur ou égal a 0.5,

SOLUTION. Admettons que 'hypothése «échelonnés au hasard» signifie que la position
de chacune des trois personnes soit uniformément distribuée le long de ce bout de
route et indépendante de celle des autres. On désigne par X; la position de la i-éme
personne. Ce que I'on cherche 4 calculer est donc P{Xy;, > X;_;, + 4,7 = 2, 3},
Comme

Fxonxan X (%15 X2, X3) = 3! O<x<x<x3<1

on peut écrire

Py > Xy + doi= 2,31 = VIAv[J me-xm.Xm (x|, xq, xy)dx) dxy dx,

K +d
1= 23

1-24 p1-d p#1
3! J J J dx3 dxz dxl
a xn+d Jxa+d

t—2d 1~d
6I I (1 —d - x;)dx; dx,
0 X+
1-2d4 (1-2d-x,
6 I J y2 dy> dx,
Q 0

ol I’on a effectué le changement de variable y, = 1 — d — x,. La derniére expression
devient

H

1-2d (4 _aq_ o \2
- GJ {(1-2d-x,) dx,
o 2
I=-2d 2
_ »
G.L 2
=(1~- 2151')3

La probabilité cherchée, 4 savoir celle que les personnes soient espacées d’au moins
d kilométre, est donc (1 — 2d)° lorsque 4 < 0,5. Grice a un calcul analogue, on peut
établir que la probabilité correspondante lorsqu’on place n personnes au hasard sur
une route mesurant un kilométre de longueur est
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1
f1—(n-14d]" lorsqued = 1

La preuve en est laissée en exercice. [ ]
6.5.3 Densités marginales

On peut obtenir la densit¢ marginale de la j-ieme statistique d’ordre X, en
intégrant ia densité conjointe donnée dans (6.19). Mais on peut alternativement faire
le raisonnement suivant: pour que X,;, prenne la valeur x, il faut et suffit que j — 1
des n valeurs prises par X|,..., X, soient inférieures a x, gue n — j d’entre elles soient
supérieures d x et que la derniére soit x précisément. La densité de probabilité calculée
en un point (x|, x,,..., X, ) dont les coordonnées satisfont les conditions précitées est

[F)Y'[1 - F("7f(x)

Orilya ( " )_ n!
j—lLn—-}jl (n—=PHj—1)!

partitions de » nombres en trois groupes tels que ceux décrits. Par conséquent la
densite de X, sera

n!

TR A A It

fxm(x) = (6.20)

Exemple 6.24 On appelle échantillon de taille 2 + | tout groupe de 21 + 1 variables
aléatoires indépendanies et identiquement distribuées. La médiane d’un tel échantil-
lon est X, , |, Supposons que 'on ebserve un échantillon de taille 3 de variables
uniformes sur {0, 1). On s’intéresse 4 la probabilité que la médiane prenne une valeur
comprise entre § et 4.

SOLUTION. La densité de X, est donnée selon (6.20) par

3t
fx‘z}(x)=l—!1—!x{1—x) 0<x<l1
Ainsi
3/4

P{%{X{2)<%}=6J. x{1—-x)dx
174

x2 x3 x=23/4 11

*6{3*‘3‘] 16

emrsa 16 .

6.5.4 Fonction de répartition

On peut calculer la fonction de répartition de X;, par intégration de (6.20), ce qui
donne
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Fy, (¥} = j [F(x))'[1- F()T fix)dx  6.21)

{n- ))'U 1)!

Mais il existe une autre méthode assez directe pour le calcul de Fy . En effet, X,
prendra une valeur inférieure 4 un nombre y si et seulement si j des variables au moins
prennent des valeurs inférieures ou égales a y. Comme le nombre des variables X, a
valeur inférieure ou égale a y est une variable binomiale de paramétres (n, p = F(»)),
on peut écrire

Fx .(y) = P{X;, = y} = P{au moins j des X, sont =< y}

= k)i_ (:) [FOI'(1L - F»1™ (6.22)

En marge de ce résultat général, on peut appliquer (6.21) et (6.22) au cas o0 F
correspond a une distribution uniforme sur (0, 1}. On aura alors évidemment
Flx} = xlorsque 0 < x < 1. Cela nous fait aboutir & une identité intéressante:

E (1) ra-pr m _J Y- 0=ys<1
Z. k .V( )’) (ﬂ_])'{}_l)' ¥ x _y_ (623)‘

L ¥
6.5.5 Densité conjointe de deux statistiques d’ordre

On peut déterminer la densité conjointe de deux statistiques d’ordre X, et X, en
invoquant le méme genre d’argument que celul qui a permis d'établir (6.20). En
supposant que I'on soit dans le cas ol i < Jj, cette densité est

n!
(i—1M(j—i-1(n-n
X [FO)Y T "[Fx) — Fx)Y ™[ = FO) " f(x)f(x;) (6.24)

fx(n-xm {x:, xf) =

pour tous les arguments satisfaisant x; < x,.

Exemple 6.25 Distribution de 1'étendue d’un échantillon.

Soient n variables indépendantes et identiquement distribuées X, X,,..., X, L." érendue
de cet échantillon est la variable aléatoire R = X,, ~ X, Si I'on note f et F
respectivement la densité et la fonction de répartition des variables X,, la fonction de
répartition de R peut étre calculée & partir de (6.24) comme suit pour ¢ = O:

P{R = a} = P{X(y— Xy < a}

JJ f)(“..x{,,,(xl’xn) dxl dxn

xﬂ-xlsa

=,[ J"‘l“ ‘2)-[“‘") F(x)1" 7’ f(xi)f(x.) dx, dx,

—a
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En effectuant le changement de variable y = F{x,) - Flx|}, dv = f{x,) dx,, on trouve

X, ta Fix,+ay-Fix)
I [F(x) = F(x0)]"f(x,) dt,, = L ¥ dy

£yt

1 n—
=-—7Fx+a) - FGx))™™
et donc

o

PiR=a}l=n I [F(x: + @)~ F(x)1"' f(x1) dxy (6.25)

L’évaluation explicite de (6.25) n’est possible que dans quelques cas particuliers. Par
exemple, celui on les X, sont uniformément distribuées dans (0, 1). On obtient alors
en appliquant {6.25) et pour 0 < a < I:

PIR<a}=n I [F(x: + @) — F(x))I" " f(x1) dxy

0

i

I-a 1
nJ a""dx1+nj (1—-2x,)"" dx,
{

¥ 1-a

-1
w(l-a)a"  +a"
Par dérivation on peut calculer la densité de R, a savoir ici

_ nin—-1a""%1 - a) 0=a=1
Jrla) = [0 sinon ]

6.6 CHANGEMENT DE VARIABLES MULTIDIMENSIONNELLES
6.6.1 Cas bidimensionnel

Considérons deux variables aléatoires X, et X, conjointement continues de densité
fxy, xp- 1 arrive quon s’intéresse 4 la densité conjointe de Y, et ¥,, deux fonctions de
Xet X,. Supposons pour étre plus précis que ¥, = g,(X|, X3) et Y= g,(X}, X3}
Admettons encore que les fonctions g, et g, satisfassent les deux conditions suivantes:
a) on peut résoudre par rapport 3 x,; et x, le systéme d'équations y, = g,{x,, x,),

yy= gAx,. x;). Les solutions sont notées x; = h(y,, ¥ et xa= iy, y.);

b) les fonctions g, et g, sont continiiment différentiables et de Jacobien partout non
nul. Ceci revient a écrire, en utilisant la définition du Jacobien:

981 &
OXr 9x2| 3g, 08, dg 38 %0

T x) = log, 0ga] = 5y, 952 om a1,
83:1 X2

pour tout couple (x,, x,).
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Sous ces conditions, on peut montrer que les variables ¥, et Y, sont conjointe-
ment continues et de densité

Frivs (3, ¥2) = Fxox, (30, %)y, x2)) 7 (6.26)

ot il faut remplacer x, par (v, y;) et x, par b (3. V).
La démarche suivante ménerait a la démonstration de (6.26). D’abord calculer

plYy <y Yo < ) = JJ. S x,(x1, X2) dxy dx; (6.27)

1%, 22)
BT 525y
g2(x.x2)5y2

La dérivation de (6.27) par rapport 4 y, puis y, donnerait alors la densité conjointe
voulue. La preuve que cette dérivation donne bien le membre de droite de (6.26) est
un exercice avance d’analyse qui ne sera pas traité dans cet ouvrage.

6.6.2 Exemples de changement de variables bidimensionnelles

Exemple 6.26 Soient X, et X, deux variables aléatoires conjointement continues de
densité fy y . Posos Y= X,+ X, et ¥,= X,— X,. Exprimer la densiié conjointe
de Y, et ¥, en fonction de f .

SOLUTION. Posons g,(x|, x,) = x;+ xet gy{xy, X)) = x;— x,. On a

| 11
J(xl,xz)=|

-
1 -1
Comme la solution du systéme y = x,+ x5, W= X;— X, €8st x;= (¥ + »)/2,

x,= (¥, — )2, lapplication de (6.26) livre

1 + — 2
Frovs (s y2) = Efxw"z ()’l > )’2, ¥i . )’2)

Dans le cas ou X, et X, sont indépendantes et uniformes sur (0, 1), ce dernier résultat
devient

fyiva(n )’2)={% 0=y, +y, =205y —y,=2
-T2 [ 0

sinon

Si, par contre, X, et X, sont indépendantes et exponentielles de parametres A, et A,
respectivement, on obtient

le.Yz(yl!yZ)
AAs nt -y
i exp{—)\n(]Tyz) - f\z(%)} h+rnzty —-»nz0

0 sinon
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Si enfin X, et X, sont indépendantes et normales centrées réduites, on aura

e [y +¥,12/84(y,—¥,)2/8]

fruv (v, y2) = —

1

R P L IE

= ¢

47

= 1 e—y2f4 _1 Patee
V4T

oul I'on découvre un résultat secondaire intéressant: X, + X, est ici indépendante de
X, - X,. En fait, on peut montrer que pour deux variables aléatoires X) et X, indépen-
dantes et de méme fonction de répartition F, les variables X; + X, et X; — X, sont indé-
pendantes si et seulement si F est une fonction de répartition de variable normale, wm

Exemple 6.27 On désigne par (X, Y) les coordonnées d’un point aléatoirement choisi
dans le plan. On suppose que X et ¥ sont de distribution normale centrée et réduite.
On voudrait connaitre la distribution de R et 0, les coordonnées polaires du méme
point [voir hgure 6.5).

-

Figure 6.5 . =Point aléatoire. (X, )= R, ©

SiToneerit r = gyx, ¥) = Vx? + y2et 8 = gy(x, ¥) = Arctgy/x, on peut calculer

o ___ X & _ ¥

ax  Vxt+ y2 ay \a'xz+_v2
dg_ 1 (—y) .Y 982 _ 1 x

ax 1+ (y/x) YAy ey Al+(y/07) x4y
2 2

_ X ¥ 1 1
Ainsi Jx,yy= + - =21
(x2+ y2)31’2 (x2+ y2)312 xz + yz r
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Or la densité conjointe de X et ¥ est

_L ={x1+y2)72
f(x, y) 2 €

Par conséquent, la densité conjointe de R et 0 sera
1 —ris2
f(r,9)=‘2——re O<8<2n Q<r<ow
7

Cette densité étant décomposable et constituée du produit des densités marginales de
R et 8, il en résulte que ces deux variables sont indépendantes. 6 est ici uniformément
distribuée sur (0, 2r), tandis que R suit une distribution de Rayleigh de densité

f(n= re"’? O0<r<o

A titre d'illystration, lors du tir sur une cible bidimensionnelle, il peut arriver que les
erreurs verticale et horizontale soient de distribution normale centrée réduite. Dans
ce ¢as, la distance entre le centre de la cible et I'impact du tir suit une distribution de
Rayleigh.

Ces résultats sont remarquables. Il n’est en effet pas évident a priori que le vecteur
des erreurs, dont les coordonnées aléatoires sont de distribution normale centrée
réduite et indépendantes, soit d'orientation uniformément répartie, et ce, de plus, a
n’importe quelle distance du centre.

On peut ainsi s’intéresser 4 la distribution conjointe de R* et 6: le Jacobien de la
transformation d = g,(x, ¥y} = x* + y% 0 = g,(x, y) = Arctg(y/x) étant

2x 2y
~y X =2
x2+y2 x2+y2

Sy
l

on voit que

1 . 1
frie(d, ) == V*— 0<d<w0,0<8<27
2 2

on constate que R” et § sont indépendantes, R* suivant une distribution exponen-
tielle de paramétre J. Comme par définition R = X* + ¥ suit par ailleurs une loi
¥? 4 deux degrés de liberté, on vérifie un résultat déja présenté: la loi x° a deux
degrés de liberté et la loi exponenticlie de paramétre % ne font qu'une. [

Exemple 6.28 Les résultats précédents permettent de réaliser un simulateur ou géné-
rateur de nombres aléatoires distribués normalement, et ce, & partir d’un générateur
de nombres uniformément distribués.

Notens par U et U, deux variables de distribution uniforme sur (0, 1). Nous allons
déterminer une transformation de U,, U, qui donne deux variables normales centrées
réduites X|, X, en considérant d’abord les variables (R, #) associées & (X, X5) par un
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passage aux coordonnées polaires. On vient de voir que si X, X, sont indépendantes
et normales standard, alors R* = X} + X3 et 0 seront indépendantes, R? &étant de plus
de distribution exponentielle avec paramétre . = l Or, —2In U, suit une telle
distribution puisque, lorsque x > 0,

P{-2InU, < x} = P{In U, > _%}

= P{U, > e %)}

Par ailleurs, on peut utiliser pour simuler 8 la variable 21U/, qui suit une loi uniforme
sur {0, 2n}. De ce fait, en posant

R = — 2V,
8 = nl,

R? peut étre considéré comme le carré de la distance a I'origine et & 'angle donnant
'orientation du point (X, X;). Comme X | = Rcos9et X;= Rsin 0, les deux variables
seront bien indépendantes et normales centrées réduites, ]

Exemple 6.29 Soient X et ¥ deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois
gamma de paramétres respectifs (e, A) et (B, k). On veut connaitre la densité conjointe
delU=X+ VetV =X{(X+ 1)

soLuTioN. La densité conjointe de X et ¥ est

Ae M(ax) T ae M (ay) !

xy) =
fxvi{xy) T(a) TB8)
- )‘0“'3 e—Mr‘-}'I n—lyB—l
[(a)T{(B)
Mais. si g{x, y) = x+ v gfx, v) = x/(x + ¥), alors
ax  ay ax {x+yY¥ 3y  (x+y)
et ainsi
1 1
Hoyy=|_ ¥ I
(x+y)*  (x+y) x4y
Comme la solution du systéme v = x + v, v = xf(x + 1) est v = uw,

¥ = u(l — v), on peut écrire
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fov(u, ©) = fxv(uy, u(l - v)u
. Ae MAu)* P " 1 - 0)P ' Ta + B)
T(a +B) I'(a)T(B)

On constate que X + ¥ et X/{X + ¥) sont independantes; de plus, X + Y suit une
loi gamma de paramétres (@ + B, A) tandis que X/(X -+ ¥) suit une loi béta de
parameétres (a, §§). On peut de plus en tirer que B{e, B), le facteur d’ajustement dans
"expression de la densité des variables béta, est

Bla, g8)= J. " (1~ 0)* dy
_ [a)T(B)
F(a + 8)

Ce dernier résultat est trés intéressant et peut étre iliustré de fa maniére suivante:
supposons que n + m tiches doivent étre exécutées et que la durée d’exécution de
chacune soit une variable aléatoire exponentielle de paramétre X et soit indépendanie
des autres durées. On dispose de deux travailleurs pour mener a bien ces tiches. Le
premier de ces travatlleurs exécutera les taches 1, 2,..., n, tandis que 'autre se chargera
des m tiches restantes. Désignons par X et ¥ respectivement le temps de travail total
de ces deux personnes. On peut alors affirmer — d’apres ce qui précéde ou ce qui a
été établi au paragraphe 6.3.3 - que X et ¥ seront des variables gamma indépendantes
de paramétres (n, 2) et (m, A) respectivement. De plus, les résultats précédents
indiquent qu'indépendamment de la durée totale d’exécution des # + m taches (donc
indépendamment de X 4 V), la part réalisée par le premier employé suit une
distribution béta de paramétres (n, m). ]

6.6.3 Cas général

L’approche du cas général est simifaire. On a ici n variables X, X,...., X, de densité
conjointe connue et 'on s'intéresse 4 la densité conjointe de ¥, ¥,,..., ¥, ol

Y1=81(X19“'$Xn) YZ-_'SZ(XI'!---’X“)!"'
Yn__'gn(X]s-‘—an)

On admetira que ces fonctions g, ont des dérivées partielles continues et que leur
Jacobien J(x,,..., x,) est partout non nul. Par J(x,,..., x,), on entend

% o

ﬂx. axz o r")x,,

g, 882 ag;
Hxy, ooy Xp) =7 ——
(a ") Xy 9x>  Bx,
98 & 98u
oxy  0Xz ax,
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On admettra encore que le systéme d’équations y, = g{x ..., X,), V3= (X 1,cces Xy hoens
Yp = &alX)se-s X,,) 2 une solution unique notée x;= I {yy,.... ¥, ooy X, = BAPpeees V)
Si ces conditions sont réalisées, la densité conjointe des variables Y, est

le ..... Y..(yly"-$yn)=fX]____‘Xn(x1,...,xn)lj(xl,...,x")l-l (628)

ou x; est @ remplacer par A(y,... ¥, i =1, 2., 1

Exemple 6.30 Les trois variabies X, X, et X; sont normales centrées réduites et
indépendanies. On cherche ici la densité conjointe de ¥, = X, + X,+ X,, ¥,= X, —
Xz, Y" = X|"‘ X}

soLUTION, Le Jacobien de la transformation décrite est

1 1 1
J=|1 -1 Q=3
1 0 -1
La transformation réciprogue donne
Y +Y:+ Y Y —-2Y,+ Y Y +Y,-2Y
X, =4 32 3 X, =41 32 3 L= = ; 3

et par conséquent, d’aprés (6.28), la densité cherchée est

fY..Yz.Y3(YI;y29 ¥a)

=1f (}’|+YZ+)’3 N2yt ,Vl"‘}'z'”z)’a)
3 X;.Xz2.X5 3 » 3 [ 3

Ainsi, comme

1 I
Fxixaxs (X1, X2, X3) = _‘“”“"(27)3;2 e L

on voit que

=y ey 2

1
fvivay, (Y Y2, ¥2) = W e

ol

+ ¥+ }'3)2 + (}’l -2y + }’3)2 . (}’1 +y - 2}’3)2

O(yl,yz.y;)=(y' 3 3 3
i

L 22,20 2
3)’2 3 3}’2)’3-

3 3
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6.7 EXERCICES THEORIQUES

6.7.1 Vérifier I'équation 6.2.

6.7.2 Supposons que le nombre d'événements qui se produisent durant un intervalle
de temps donné soit une variable aléatoire de Poisson, de paramétre L. 8i chaque
evénement est classé comme étant un événement de type { associé 4 une probabilité
pinf=l..,n Zp, = |, etceci indépendamment des autres événements, montrer que
les nombres d’événements de type § qui se produisent, { = 1,..., n, sont des variables
aléatoires de Poisson, de paramétres respectifs A p,, § = 1...., 1 et qui de plus sont
indépendantes.

6.7.3 Proposer une méthode utilisant le probléme de I"aiguiile de Buffon afin d’estimer 7.
Il est assez surprenant de noter que ¢'était une méthode commune autrefois pour
estimer #.

6.7.4 Résoudre le probléme de T"aiguille de Buffon quand L > D.

REPONSE. z—f)(l —sin @)+ 26/, ou @ est tel que cos 0 = D/L.
ko

6.7.5 Si X et Y sont des variables aléatoires indépendantes continues et positives,
exprimer la fonction de densité de

« Z=JX{Yer

s Z=XY

en termes de fonctions de densité de X et Y. Evaluer ces expressions dans le cas
particulier o X et Y sont toutes deux des variables aléatoires exponentielles.

6.7.6 Montrer analytiquement (par un raisonnement d’induction) que X, + ... + X,
suit une distribution binomiale négative quand les X, { = 1,..., # sont des variables
aléatoires géométriques indépendantes et identiquement distribuées. Donner égale-
ment un second argument qui vérifie ce qui précéde, ceci sans calcul.

6.7.7

a) Si X suit une distribution gamma de paramétres (¢, 1), quelle est la distribution
deck,¢c >0

b) Montrer que

1 2
2 Xin

posséde une distribution gamma de paramétres », A lorsque # est un entier positif
et Xi,, est une variable aléatoire chi-carré avec 2n degrés de liberté.

6.7.8 Soient X et Y des variables aléatoires continues indépendantes avec des fonctions
taux de panne respectives A (1) et & ,.(s). et soit ' = min{X, Y).
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a) Déterminer la fonction de répartition de W en fonction de celles de X et de Y.
b) Montrer que A ,.(2), 1a fonction taux de panne de W, est donnée par

A1) = hy() + Aypl¥)

6.7.9 Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes exponentielles de para-
meétre commun A. Déterminer la distribution de min (X, ..., X,}.

6.7.10 Les durées de vie de batteries sont des variables aléatoires indépendantes
exponentielles de méme paramétre A. Une torche électrique a besoin de 2 batteries
pour fonctionner. Si 'on a une torche et n batteries de réserve, quelle est la distribu-
tion du temps de fonctionnement de la torche?

6.7.11 Soient X, X,, X;, X, et X; des variables aléatoires continues indépendantes
identiquement distribuées de fonction de répartition F et de densité f et soit

=PX <X,>X;<X,> X}

a) Montrer que [ ne dépend pas de F. Pour cela, exprimer / comme une intégrale a
5 dimensiops et eflectuer le changement de variables u, = F(x,). i = 1, ..., 5.
b) Evaluer [.

6.7.12 Etablir le théoréme 6.2,
Pour cela, établir d’abord pour n = 2, puis utiliser un raisonnement d’induction.

6.7.13 Dans ['exemple 6.22, nous avons calculé la densité conditionnelle de la proba-
bilite d’obtenit un succés, qui étatt variable, cect sachant qu'une suite de n + m
premiéres épreuves avait donné n succés. Est-ce que cette densité conditionnelle aurait
changé si, parmi toutes les épreuves, nous avions spécifié celles représentant les »
succés?

6.7.14 Supposer que X et ¥ sont des variables aléatoires géoméiriques indépendantes
ayant le méme paramétre p.

a) Sans aucun calcul, que pensez-vous de la valeur de P{X =ilX+Y= n}?

Pour répondre, imaginer que vous lancez continuellement une piece ayant pour
probabilité p de tomber sur face. Si le second face apparait au #-igme lancer, quelle
est la fonction de distribution de 1’apparition du premier face?

b) Vérifier votre conjecture de la partie a).

6.7.15 Si X et Y sont des vanables aléatoires binomiales indépendantes et de méme
parameétres » et p, montrer analytiquement que la distribution conditionnelle de X,
étant donné que X + ¥ = m, est une loi hypergéométrique. Donner également un
second argument qui permette d’obtenir le méme résultat, mais sans calcul,

A titre d'indication, supposons que I'on jette 2n fois une piéce de monnaie. Soit
X le nombre de piles dans les » premiers jets et ¥ le nombre de piles dans les » jets
suivants. Montrer que, le total des piles étant fixé a m, le nombre de piles dans les
n premiers jets a la méme distribution que le nombre de boules blanches obtenues
lorsqu’un échantillon de taille s est tiré parmi # boules blanches et # boules noires.
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6.7.16 Considérer une expérience pouvant aboutir a4 trois résultats et ou le résultat
i apparait avec une probabilite p;, i = 1, 2, 3. Supposons que cette expérience soit
effectuée # fois de fagon indépendante et soit X}, i = 1, 2, 3 le nombre de fois ou le
résultat  se produit. Déterminer la loi de probabilité conditionnelle de X |, étant donné
que X,= m.

6.7.17 Soit X|, X,, X; trois variables aléatoires continues indépendantes et identique-
ment distribuées. Calculer:

o PIX, > X[ X, > X5)
+ P{X, > X5l X, < X5}
+ P{X, > X5| X5 > X3}
¢ PLX, > X5| X, < X3}

6.7.18 Soit U une variable aléatoire uniformément distribuée sur Iintervalle (0, 1).
Calculer la distribution conditionnelle de U/ étant donné que;

e U > a

o [J < g

onld < a <l

6.7.19 Supposons que W, le taux d’humidité de I"air un jour donné, soit une varia-
ble aléatoire gamma de paramétres (r, B). Cela veut dire que sa densité est
Sfiw) = Be P (Bw) = )/T(2), w > 0. Supposons également qu'étant donné que W = w, le
nombre d’accidents durant ce jour — appeltons le N — suit une distribution de Poisson
de moyenne w. Montrer que la distribution conditionnelle de F, étant donné que
N = n, est la distribution béta de paramétres (¢ + n, p + 1).

6.7.20 Soit W une variable aléatoire gamma de paramétres (1, ) et supposons que

conditionnellement 4 W = w, X|...., X, sont des variables aléatoires exponentielles

indépendantes de paramétre w. Montrer que la distribution conditionnelle de W, étant

donné que X, = x,, X,= ... X, = x,, est la distribution gamma de paramétres
H

(t +n P+ I x)

6.7.21 Un tableau rectangulaire de mn nombres arrangés en # lignes et m colonnes
est dit contenir un point de selle 8’1l y a un nombre qut est 4 |a fois le minimum de
sa ligne et le maximum de sa colonne. Par exemple dans le tableau

1 3 2
0 -2 6
5 12 3

le nombre 1 de la premiére ligne et de la premiére colenne est un point de selle.
L’existence d’un point de selle revét une importance dans [a théorie des jeux. Considé-
rons un tableau rectangulaire de nombres comme décrit précédemment et supposons
que deux personnes A et B jouent au jeu suivant: A choisit un des nombres 1. 2,...,
net B un des nombres 1. 2..... m. Ces choix sont annonces simultanément; si 4 choisit
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i et B choisit j, alors 4 regoit de B la somme spécifiée par le nombre situé a la i-éme
ligne et j-éme colonne du tableau. Supposons maintenant que le tableau contienne un
point de selle ~ disons le nombre se trouvant a la ligne r et a la colonne k — et appelons
ce nombre x,,. Si le joueur A choisit la ligne r, alors il peut étre siir de réaliser un gain
au moins égal & x,; (puisque x,, est le nombre minimum de ia ligne r). D’autre part,
si le joueur B choisit 1a colonne &, alors il peut &tre siir qu'il ne perdra pas plus que
x,, (puisque x,, est le nombre maximum de la colonne k). Ainsi, comme 4 a une
possibilité de jeu qui lui assure un gain de x,,, et comme B a une possibilité de jeu
lui garantissant qu'il ne perdra pas plus que x,,, il semble raisonnable de considérer
ces deux stratégies comme optimales et de déclarer que la valeur du jeu pour le joueur
A est x,,.

Si les »m nombres du tableau rectangulaire décnt ci-dessus sont tirés de maniére
indépendante d’une distribution continue quelconque, quelle est la probabilité que le
tableau obtenu contienne un point de selle?

6.7.22 On dit que les variables aléatoires X et ¥ ont une distribution normale bivariée
si leur fonction de densité conjointe est donnée par:

flx.y) = *‘“'_l"""‘*"“
’ 2moont - 92

1 x=pN  {y—n)\ (x—u,)(y"uy)]]
xexp{wZ(l—pz)[( o, ) +( o, ) 2 0.0,

» Montrer que la densité conditionnelle de X, étant donné que ¥ = y, est la densité
normale de paramétres

o
+p—=(y — u) et ai(l~p%H
Ty
+ Montrer que Xet? sont toutes deux des variables aléatoires normales de paramé-
tres u,, o et K. O ?_ respectivement.
» Montrer que Xet Y sont indépendantes quand p = 0.

6.7.23 Soit F(x) une fonction de répartition. Montrer que
ay F'x)et
by t —[I — Fx)I
sont aussi des fonctions de répartition quand » est un entier positif.

A titre d'indication, considérer n variables aléatoires indépendantes X |,..., X, ayant
la méme fonction de répartition F. Définir alors des variables aléatoires Y et Z en
termes de X; de telle sorte que P{Y € x} = Fi(x)et PIZ 5 x} = | — [1 — FAx)]".

6.7.24 Montrer que si # personnes sont réparties au hasard le long d'une route de L
km, alors la probabilité de ne jamais rencontrer deux personnes situées a une distance
infériecure a Dkmest[I — (n — 1ND/L]" danslecasou D < Li(n — 1). Qu'en est-il
siD > Liin — 1)?

6.7.25 Etablir 'équation (6.20) en dérivant I'équation (6.22),
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6.7.26 Montrer que la médiane d’un échantillon de taille 27 + 1 provenant d’une
distribution uniforme sur U'intervalle (0, 1} a une distribution béta de paramétres
(n+ Ln+ 1)

6.7.27 Vérifier Péquation (6.24) qui donne la densité conjointe de X, et X,

6.7.28 Calculer la densité de P'étendue d’un échantillon de taille # provenant d'une
distribution continue de fonction de densité f. '

6.7.29 Soient X, < X5, < ... £ X, les valeurs ordonnées de n variables aléatoires
uniformes sur I'intervalle (0, 1). Prouver que pour | € k €< n + 1

PXo~ Xu-n>t}=(1-1t)"
ol Xo=0,X,.,=1

6.7.30 Soient X, ..., X, un ensemble de variables aléatoires continues indépendantes
et identiquement distribuées selon une fonction de répartition F et soient X,
i = 1, ..., n leurs valeurs ordonnées. Si X, indépendant des X;,i = 1, ..., s, a la méme
fonction de répartition F, déterminer

a) P{X > X,k
b) P{X > X} et
C) P{X(f} <X< XU]}' 1=i <} =n.

6.7.31 Soient X...., X, des variables aléatoires indépendantes et identiquement distri-
buées de fonction de répartition F et de densité /. La quantite M = [X,, + X,)/2,
définie comme la moyenne de la plus petite et de la plus grande valeur, est appelée le
milieu de I'étendue. Montrer que sa fonction de répartition est:

Fy(m)=n I [F(2m — x) — F(x)]""'f(x) dx

6.7.32 Soient X ..., X, des variables aléatoires indépendantes et uniformes sur I'inter-
valle (0, 1). Soit R = X,,, — X;,I'étendue et M = {X,,, + X;,)/2 le milieu de I'étendue.
Calculer la fonction de densité conjointe de R et M.

6.8 PROBLEMES

6.8.1 On jette deux dés équilibrés. Trouver la loi de probabilité conjointe de Xet ¥

dans les cas suivants:

a) X est la plus grande des deux valeurs obtenues et ¥ en est la somme;

b} X est la valeur obtenue avec e premier dé et ¥ est la plus grande des deux valeurs;

¢) X et Y sont respectivemnent la plus petite et la plus grande des deux valeurs
obtenues.
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6.8.2 Supposer que 3 balles sont tirées sans remise d’une urne contenant 5 balles
blanches et 8 balles rouges. Soit X; égal a | si la i-éme balle sélectionnée est blanche
et égal & 0 sinon. Donner la loi de probabilité conjointe de

a) X 1s XZ;

b) X, Xy, X.

6.8.3 Dans le probléeme 6.8.2, supposer que les balles blanches sont numérotées et soit
Y; égal 4 1 si la i-2me balle blanche est tirée et égal A O sinon. Trouver la loi de
probabilité conjointe de

a) Y] f Yz;

b)Y, ¥ ¥y

6.8.4 Recommencer le probleme 6.8.2 lorsque chaque balle tirée est remise dans
’urne avant le tirage suivant.

6.8.5 Recommencer le probléme 6.8.3 lorsque chaque balle tirée est remise dans
1’ume avant le tirage suivant.

6.8.6 On sait qu'il vy a deux transistors défectueux dans un embatlage en contenant
5. Les transistors sont testés, 'un aprés I'autre, jusqu'a ce que les deux éléments
défectueux aient été identifiés. Soit N, le nombre de tests effectués pour trouver le
premier transistor défectueux el soit N, le nombre de tests additionnels pour trouver
le second transistor défectueux; établir la loi de probabilité conjointe de N, et N,.

6.8.7 On considére une suite d"épreuves de Bernoulli indépendantes avec une probabi-
lité de succés p pour chacune d’entre elies. Soit X le nombre d’échecs avant le premier
succes et X, le nombre d’échecs entre le premier et le second succés. Trouver la loi
de probabilité simultanée de X, et X..

68.8 Soit la fonction de densité conjointe de X et ¥ donnée par:
flxyy=c(y’=xY)e”? -y=x=y0<y<o
a) Trouver ¢.

b) Trouver les densités marginales de X et de Y.

68.9 Considérons la fonction de densité simultanée de X et ¥ donnée par:

6
f(x;)’)=5(x2+%)) O<x<l,0<y<2

a) Vérifier que c’est bien la une fonction de densité conjointe.
b} Déterminer la fonction de densite de X.

¢) Trouver P{X > Y}

d) Trouver P{Y > 3|X < 3.

6.8.10 La fonction de densit€ de X et ¥ est donnée par:

flyyy=e""  Osx<o0sy<wo
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Trouver:
a) PIX < Y};
by MX < a}.

6.8.11 Le propriétaire d'un magasin de élévision évalue que 45 % des clients entrant
dans son magasin achétent un appareil de télévision ordinaire, 15% achétent un
appareil de télévision couleur et 40% d’entre eux font juste du léche-vitrine. Si cing
clients entrent.dans son magasin un jour donné, quelle est 1a probabilité qu’il vende
exactement 2 appareils ordinaires et 1 poste TV couleur ce jour-1a?

6.8.12 Le nombre de personnes qui entrent dans un magasin durant une heure donnée
est une variable aléatoire de Poisson de paramétre A = 10. Déterminer la probabilité
conditionnelle qu'au plus 3 hommes entrent dans ce magasin, étant donné que 10
femmes v sont entrées durant cette heure-1a. Quelles hypothéses faites-vous?

6.8.13 Un homme et une femme se sont donnés rendez-vous a un endroit donné A
12 b 30 environ. Si I'homme arrive entre 12 h 15 et 12 h 45, et si la femme arrive
indépendamment a une heure uniformément distribuée entre 12 h 00 et 13 h 00,
trouver la probabilité que le premier arrivé n’attende pas plus de 5 minutes. Quelle
est la probabilité que I'homme arrive le premier?

68.14 Unpe ambulance fait la navette a vitesse constante le long d’une route de
longueur L. A un certain moment, un accident se produit en un point aléatoire gui
est uniformément distribué sur la route (c’est-a-dire que la distance de ce point a une
extrémité de la route servant de référence est uniformément distribuée sur I'intervalle
(0, L)). En supposant que I’'emplacement de I'ambulance, au moment de "accident,
est aussi uniformément distribué, calculer, en admettant les hypothéses d'indépen-
dance nécessaires, la distribution de la distance de I'ambulance au point de I'accident.

6.8.15 Le vecteur aléatoire (X, ) est distribué uniformément dans une région R du
plan si, pour une constante ¢, sa densité conjointe est

Fley)= {;

a) Montrer que 1/c = aire de la région R.

Supposer que (X, ¥) est uniformément distribué sur le carré de centre (0, 0) et de
longueur d’aréte 2.

b) Montrer que X et ¥ sont indépendants, chacun étant distribué uniformément sur
(-1, 1).

¢) Quelle est la probabilité que (X, ¥) se trouve dans le cercle de rayon 1 centré
I'origine? Autrement dit, trouver P{ X + ¥ <1},

si (x,y})eR
sinon

6.8.16 Supposer que n points sont indépendamment choisis au hasard sur le périmétre
d’un cercle et qu’on cherche la probabilité qu’ils se trouvent tous sur le méme demi-
cercle. (Autrement dit, on cherche la probabilité qu’il y ait une ligne passant par le
centre du cercle de telle sorte que tous les points choisis soient du méme coté de ceute

ligne.)
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Soient Py, ..., P, les n points choisis. Soit A I'événement «tous les points sont situés
sur un demi-cercle», et soit A; I’événement «tous les points sont dans le demi-cercle
commengant au point P; et partant dans le sens des aiguilles d’une montre 4 180°, i =
1, ... n»,

a) Exprimer A en termes de A,

b) Les A; sont-ils mutuellement exclusifs?

¢} Trouver P{A).

6.8.17 Trois points X, X,, X; sont choisis au hasard sur une droite de longueur L.
Quelle est la probabilité que X, se trouve entre X et X3?

6.8.18 Deux points sont choisis sur un segment de longueur L, de maniére 4 ce qu’ils
soient de part et d’autre du milien du segment. En d’autres termes, les deux points
X et Y sont des variables aléatoires indépendantes telles que X soit uniformément
distribué sur (0, £/2) et ¥ soit uniformément distribué sur (L/2, L). Trouver la
probabilité que la distance entre les deux points soit plus grande que L/3.

6.8.19 Dans 6.8.18, trouver la probabilité que les trois segments de droite, de 0 4 X,
de XY a Yetde ¥ L, puissent constituer les trois cétés d’un triangte (noter que trois
segments de droite peuvent former un triangle si la longueur de chacun d'entre eux
est inférieure a la somme des lengueurs des deux autres).

6.8.20 Soit la densité conjointe de X et ¥ donnée par:

xe " x>0,y>0

fix,y)= [0

sinon

X et Y sont-elles indépendantes? Qu’en est-if si f est donnée par;

_ |2 O<x<yd<y<l
f(x,y}—[o sinon

6.8.21 Supposons que 10 personnes arrivent a une station-service d des temps qui sont
des variables aléatoires indépendantes, chacune de ces variables étant uniformément
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distribuée sur 'intervalie (0, 10°). Soit N le nombre de personnes qui arrivent pendant
la premiére heure. Trouver une approximation pour P{N = ).

6.8.22 Supposons que A, B, C sont des variables aléatoires indépendanies, chacune

étant uniformément distribuée sur I'intervalle (0, 1).

a} Quelle est la fonction de répartition conjointe de 4, 8, (7

b) Quelle est la probabilité que toutes les racines de I'équation 4x* + Bx + C = 0
soient réelles?

6.8.23 Si X est uniformément distribuée sur 'intervalle (0, 1) et ¥ exponentiellement
distribuée avec un paramétre A = 1, trouver la distribution de:

a) Z =X+ Yetde

b) Z = X}Y.

Supposer I'indépendance de X et de Y.

6.8.24 Si X, et X, sont des variables aléatoires exponentielles indépendantes avec
paramétres respectifs X, et A,, trouver la distribution de Z = X,/X,. Calculer aussi
PLX, < X,

6.8.25 Quand un courant f {mesuré en ampéres) traverse une résistance R {mesurée
en ohms), la puissance dégagée est donnée par W = R I? (mesurée en watts).
Supposons que / et R soient des variables aléatoires indépendantes de densité:

{f;(x)=6x(l—x) DO=sx=1
frlx) = 2x 0=x=1

Déterminer la densité de W,

6.8.26 L’espérance du nombre d’erreurs typographiques sur une page d’un magazine
est .2. Quelle est la probabilité qu’un article de 10 pages contienne a) 0 et b) 2 ou plus
erreurs typographiques? Expliquer votre raisonnement!

6.8.27 Le nombre moyen d'accidents d’avion par mois dans le monde est 2.2, Quelle
est la probabilité qu’il y ait

a) plus de 2 accidents le mois prochain;

b) plus de 4 accidents les deux prochains mois;

¢) plus de 5 accidents les trois prochains mois?

Expliquer votre raisonnement!

6.8.28 La recette hebdomadaire d’un restaurant est une variable aléatoire normale de
moyenne $2200 et d’écart-type $230. Quelle est la probabilité que

a) la recette totale des deux prochaines semaines dépasse $5000;

b) la recette hebdomadaire dépasse $2000 lors d’au moins deux des trois prochaines
semaines?

Quelle hypothese d’indépendance avez-vous faite?
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6.8.29 Dans le probléme 6.8.2, calculer la loi de probabilité conditionnelle de X,
sachant que

a k;=1,

b) Xg ={Q.

6.8.30 Dans le probleme 6.8.4, calculer la loi de probabilité conditionnelle de X,
sachant que

axX;=1;

b)X;=0.

6.8.31 Dans le probleéme 6.8.3, calculer la loi de probabilité conditionnelle de Y,
sachant que

al, =1

b) Y2 =0

6.8.32 Dans le probleme 6.8.5, calculer la loi de probabilité conditionnelle de ¥,
sachant que

ayl,=1;

by ¥;=0.

6.8.33 Choisissons un nombre X au hasard dans Pensemble des nombres {1, 2, 3, 4, 5}.

Puis choistssons au hasard un nombre du sous-ensemble {1, 2...., X'}. Appelons Y ce

second nombre.

a) Trouver la loi de probabilité simultanée de X et ¥.

b) Trouver la loi de probabilité conditionnelle de X, étant donné que ¥ = i. Le faire
pouri = 1,2 3 4,5

¢) X et Y sont-elles indépendantes? Pourquoi?

6.8.34 On jette deux dés. Soient X et ¥ respectivement la plus grande et la plus petite
des valeurs obtenues. Calculer la loi de probabilité conditionnelle de Y, étant donné
que X = ipouri = 1, 2., 6. X et ¥ sont-elles indépendantes? Pourquoi?

6.8.35 La loi de probabilité conjointe de X et ¥ est donnée par:

g p(1,2)=
p2, =% p2,2)

I e o

fl

a) Calculerlaloide probabilitéconditionnellede X étantdonnéque ¥ =i,i=1, 2.
b) X el Y sont-elles indépendantes?
¢) Calculer PIXY < 3}, P{X + ¥ > 2}, P{X/Y > 1}

6.8.36 La densité conjointe de X et ¥ est donnée par

—x(y+1)

f(x, y) = xe x>0,y>0

a) Trouver la densité conditionnelle de X, étant donné que ¥ = », et celle de ¥, étant
donné que X = x.
b} Trouver la densité de Z = X¥.
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6.8.37 La densité conjointe de X et ¥ est:

X

f(x,}’)=8(x2—y2)e“ 05x<c0’—x5y5x

Trouver la distribution conditionnelie de ¥, étant donné que X = x.

6.8.38 Si Y|, X,, X; sont des variables aléatoires indépendantes uniformément distri-
buées sur 'intervalle (a, b), calculer la probabilité que la plus grande des trois soit
plus élevée que la somme des deux autres.

6.8.39 Une machine complexe est effectivement opérationnelle tant que trois au moins
de ses cing moteurs fonctionnent. Si pour chaque moteur la durée de fonctionnement
est une variable aléatoire indépendante, dont la densité est f{x) = xe™, x > 0, calculer
la densité du temps de fonctionnement de la machine.

6.8.40 Si trois camions tombent en panne en des endroits aléatoirement distribués sur
une reute de longueur L, trouver la probabilité que chaque camion soit a4 une distance
supérieure a  des deux autres lorsque d < £/2.

6.8.41 Considérons un échantillon de taille 5 issu d'une distribution uniforme sur
lintervalle (0, 1). Calculer la probabilité que la médiane se trouve dans 'intervalle
¢, ).

4" 4

6.8.4285i X, X;, X;. X,. X;sont des variables aléatoires exponentielles indépendantes,
identiguement distribuées et de paramétre A, calculer:

a) Pimin(X ..., X;) € a} et

b) Pimax(X|,..., X5} < a}.

6.8.43 Déterminer la distribution de I'étendue d’un échantilion de taille 2 provenant
d'une distribution dont ta densité est f{x) = 2x, 0 < x < 1.

6.8.44 Soient X et ¥ les coordonnées d’un point choisi de fagon uniforme dans un
cercle de rayon 1 centré a I'origine, c'est-a-dire que leur densité conjointe est:

fayy =~ Heyi=l
mw

Trouver la densité simultanée des coordonnées polaires R = (X? + Y3)'? et
0 = Arctg(Y/X).

6.8.45 5i Xet ¥sont des variables aléatoires indépendantes toutes deux uniformément
distribuées sur Pintervalle (0, 1), trouver la densité conjointe de R = /X7 + ¥Zet
B = Arctg (¥Y/X).

6.8.46 8i U est uniforme sur Pintervalle (0, 2n) et Z, indépendante de U, est exponen-
ticlle de paramétre I, montrer directement {sans utiliser les résultats de 'exemple 6.27)
que X et Y définies par;
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{Xz\/icosb’
Y = 2Zsin U

sonl des variables aléatoires normales centrées reduites,

6.8.47 Si X et ¥ ont pour densité simultanée

1
f(x,y)—xzyz xzly=1

a) Calculer la densité conjointe de U/ = X¥, V = X/¥.
b) Quelles sont leurs densités marginales?

6.8.48 Si X et ¥ sont des variables aléatoires indépendantes de distribution uniforme
sur Fintervalle (0, 1), déterminer la densité conjointe de

ay U=X+Y, V=X/Y;
by U=X, v=X/Y;
) U=X+Y, V=X/(X+Y)

6.8.49 Refaire le probléme 6.8.48 quand X et ¥ sont des variables aléatoires indépen-
dantes exponentielles, chacune de paramétre = 1.

6.8.50 51 X, et X, sont des variables aléatoires indépendantes exponentielles, chacune
de paramétre A, trouver la densité simultanée de ¥, = X, + X, et Y,= ™.

6.8.51 Si X, Y et Z sont des variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées de densité f(x) = ¢ %, 0 < x < oo, déterminer la distribution conjointe
deV =X+ Y V=X+2ZetW=Y+ Z

6.8.52 Dans l'exemple 6.30, montrer que Y, et ¥; ont une distribution normale
bivariée.

6.8.53 Les dges de futurs parents contrdlés dans un hdpital sont approximativement
distribués suivant une loi normale bivariée de paramétres p, = 28,4, o, = 6.8,
i, = 31.6.0, = T4 et p = 0,82. (Les paramétres avec I'indice x se référent 4 I'age de
ta future mére et ceux indicés par p 4 P'dge du futur pére.) En utilisant les résultats de
I'exercice théorique 6.7.22, déterminer

a) la proportion de femmes enceintes dgées de plus de 30 ans,

b} la proportion de futurs péres dgés de 35 ans dont la femme a plus de 30 ans.



CHAPITRE 7

Propriétés de 1’espérance

7.1 INTRODUCTION

7.1.1 Rappel

Dans ce chapitre, nous allons développer et utiliser des propriétés supplémentaires
de I’espérance. Pour commencer, rappelons que I'espérance d’une variable aléatoire X

est définie par
E[X] = Zap(x)
lorsque X est une variable aléatoire discréte de fonction de répartition p(x) et par

EX] = Jaf(x)ax

lorsque X est une variable aléatoire continue de densité f{x).

7.1.2 Bornes pour ’espérance

Puisque E[X] est une moyenne pondérée des valeurs possibles de X, alors, si X est
cOmpris entre a et b, son espérance I’est aussi.
Si
Placx<b}=1
alors
a< E[X]<b

Pour vérifier ce qui précéde, on suppose que X est une variable aléatoire discréte
pour laquelle P{a < X < b} =1. Puisque ceci implique que p(x) = O pour tout x
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n’appartenant pas a I’ intervalle [a, &], on voit que

E{x]= I plx)

xp{x)=0

z 3 ap(x)

Lpl s

=a ¥ plx)

xpl(a)=l
=da
De la méme maniére, on peut montrer que E[X] < b et le résultat est donc montré

pour les variables aléatoires discrétes. Comme la preuve dans le cas continu est
similaire, le résultat est démontré.

7.2 ESPERANCE D'UNE SOMME DE VARIABLES ALEATOIRES

7.2.1 Espérance d’une fonction de deux variables

Le théoréme suivant est un équivalent bidimensionnel des théorémes 4.1 du
chapitre 4 et 5.1 du chapitre 5, qui donnent les formules pour calculer I'espérance
d’une fonction d’une variable aléatoire. Supposons que X et ¥ sont des variables
aléatoires et que g est une fonction de deux variables. Nous avons alors le résuitat
suivant.

Théoréme 7.1
Si X et Y sont discrétes et ont pour loi p(x, y) alors

He(x.v))= %gs(x'y);v(x,.v)

Si X et Y sont continues et ont pour densité conjointe fix, y) alors

Els(x.1)]= | Je(xy)r(xy)dsdy

7.2.2 Exemple d’espérance d’une fonction de deux variables

Exemple 7.1 Un accident se produit en un point X uniformément distribué sur une
route de longueur L. Auv momeni de I’accident, une ambulance se trouve en un point ¥
lui aussi uniformément distribué sur la route. En supposant que X et Y sont
indépendants, trouver I'espérance de la distance entre I’ambulance et le lieu de
I’accident.

soLuUTION. Nous devons calculer E[|X - Y|] Puisque la densité conjointe de X et ¥ est

!
f(.r,_v)=?. O<x<L, O<y<l
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le théorgme 7.1 donne

- ¥ = 5 e skt

Ona
L X L
£|x-y|dy=£(x—y)dy+l(y—x)dy
X
Xz 2 2
=—4————xlL-x
3 (L-+)
%
=—+x" —aL
2
Dong

7.2.3 Application au cas d'une somme de variables

Admettons que deux variables X et ¥ ont des espérances E[X] et E[¥] finies. On
pose g(X, ¥) = X + Y. En appliquant le théoréme 7.1, on obtient, dans le cas continu,

E[x+¥] =710 (x + y)f(x y)drdy
= LSS (x y)aydx + 12,12, 31 (x, y )ebedly
= j::oxfx(x)dx + I:a}’fr()’)d)’
= E[X]+ E{¥]
Ce résultat est valable de maniére tout a fait générale; on peut écrire

E[Xx+7v]=E[x]+ E[Y] (7.1)

des que E[X} et E[Y] sont finies.

Exemple 7.2 Supposer que pour des variables aléatoires X et ¥,

XzvY
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Ceci signifie que pour tout résultat d’une expérience, la valeur de la variable X est
supérieure ou égale 4 celle de la variable ¥. Puisque I'inégalité précédente est
équivalente 3 X ~ ¥ 2 0, on a E[X - ¥] 20 ou, de maniére équivalente,

ElX) 2 E[Y] ]

En utilisant I’équation (7.1}, une démonstration par induction permet d'éwablir sans
difficulté que si E[X;) est finie pour tout i = 1, ..., n, alors

E[X +..+X,]=Ex]+..+ EX,] (1.2)

L’équation (7.2) est d’une grande utilité comme le montrent les exemples du
paragraphe suivant.

7.2.4 Exemples de calculs d’espérances de sommes

Exemple 7.3 Moyenne d’un échantillon
Scient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes, identiguement distribuées
selon une fonction de distribution F et d’espérance p. Une telle séquence de vaniables
constitue un échantillon de la distribution F. La quantité X, définie par

[ Xi

L n

X=

!

est appelée la moyenne de I’échantillon. Calculer E{J_f]

SOLUTION,

()= $ 2]

i=l n

=U puisque E[X,.] =u

L’espérance de ta moyenne de 1’échantillon est donc [, 1a moyenne de la distribution.
Lorsque la moyenne y de la distribution est inconnue, 1a moyenne de 1'échantillon est
souvent utilisée en statistiques pour I’estimer, =

Exemple 7.4 Inégalité de Boole
Soient A, ..., A, des événements et définissons les variables indicatrices X;, i=1, ..., n
par
I si A seproduit
- {{] sinon
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SoitX = 3. X,.
=1

Donc X représente le nombre d’événements A; qui se produisent. Finalement, soit
1S X 21
~ 10 sinon

Donc Y est égal A 1 si au toins un des 4; se produit et £gal A 0 sinon. Il est clair que

XzY
Done
E[X]z Y]
Mais puisque
o E[x]= ‘,glE[Xr'] = EP(A:')

Er)= P{au moins un des A, se produit} = P{G Ai}

i=l
on obtient 'inégalité de Boole, soit

04 )< £7(4)

Les trois prochains exemples montrent comment on peut utiliser 1'équation (7.2)
pour calculer I’espérance des variables aléatoires binomiale, binomiale négative et
hypergéométrique. Ces méthodes peuvent étre comparées A celles présentées au
chapitre 4,

Exemple 7.5 Espérance d’une variable aléatoire binomiale

Soit X une variable aléatoire binomiale de parameétres n et p. On se souvient qu’une
telle variable X représente le nombre de succés lors de la réalisation de n épreuves
indépendantes, chaque épreuve débouchant sur un succes avec la méme probabilité p.
On peut donc écrire

X=X +X,+.+X,

ol
X =

1  silai-ieme épreuve est un succés
0  silai - iéme épreuve est un échec

Chaque variable X; est une variable de Bernoulli ayant par conséquent pour espérance
E[X])=1(py+0(1 - p)=p.D'ol

Ex1=Ex ]+ Ex,]+..+ Ex,]=np
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Exemple 7.6 Espérance d’une variable aléatoire binomiale négative

On réalise une séquence d’épreuves indépendantes, chacune ayant la probabilité p
d’aboutir & un succés. Le nombre d'épreuves a réaliser pour obienir le r-iéme succes
‘est une variable aléatoire suivant une distribution binomiale négative. On cherche
I’espérance de cette variable.

soLuTion. Désignons par X cette variable. Elle peut-étre représentée par
X=X +X,+..+X

ot X; est le nombre d’épreuves nécessaires A I'obtention du premier succeés, X, le
nombre supplémentaire d’épreuves pour obtenir un deuxi®me succeés, X; celui des
épreuves A ajouter pour avoir un troisiéme succes, etc. De maniére générale, X;
représente le nombre d’épreuves supplémentaires nécessaires 3 partir du {/ — 1)-2me
succeés pour obtenir le i-eme. Une courte réflexion permet de voir que chacune des
variables X; suit une loi géométrique de paramétre p. D’apreés les résultats obtenus
dans I'exemple 4.31 du chapitre 4, E[X]=1/p,i= 1,2, .., r. Donc

E x]= E[x ]+ £[x,] +..+ E[Xr]=-;:

Exemple 7.7 Espérance d'une variable aléatoire hypergéométrique
Si n boules sont tirées au hasard d’une urne contenant N boules dont m blanches,
trouver I'espérance du nomnbre de boules blanches tirées.

soLuTIoN. Soit X le nombre de boules blanches tirées et représentons X par

X=X +X,+..+X,

ol
_ {1 si la { ~ idme boule blanche a été tirée

0 siellenel apas éé
Or

E[Xr']= P{Xi = 1}

= P{la i - iéme boule blanche a été tirée }
1Y N-1
IAn-1
N
n

Z|s
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Etdonc

mn
E[X] = E[XI]""" + E[Xm] = ?
On aurait pu obtenir ce résultat en utilisant une autre décomposition
X=¥+..+%,
ol

i

_ 1 si la § — iéme boule tirée est blanche
~ 10 sinon

Or les chances pour chacune des N boules d’étre tirée en i-2me position sont les

mémes. Par conséquent,
Hy]=

et par suite

Ex]=HY]+..+E[y,]= %;3

Exemple 7.8 Espérance du nombre de rencontres

Chacun des N hommes d’une assemblée jette son chapeau au milieu de la piéce. On
mélange les chapeaux et chacun en ramasse un au hasard. On veut savoir le nombre
moyen de rencontres, ¢'est-d-dire d’hommes ayant récupéré leur propre chapeau.

soLUTION. Désignons le nombre de rencontres par X. Le moyen le plus simple de
calculer E[X] consiste a écrire

X=X|+X2+"'+XN

o

_ {l si le i-éme homme ramasse son chapeau

0 s'il ramasse celui de quelqu’un d'antre

Comme le i-éme homme a autant de chances de ramasser n'importe lequel des N
chapeaux,

E(X]=PX; =1}=

Z|=-

pour tout i = 1, 2., N. Par conséquent

E[X]= E[X,)+ -+ E[Xn] = (%)N -

On conclut qu'en moyenne un participant seulement aura ramassé son propre cha-
peau. |
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Exemple 7.9 Le probléme ci-dessous fut posé pour la premitre fois et résolu par
Daniel Bernoulli au 18e siécle. On suppose qu'une urne contient 2N cartes, deux
d’entre elles portant e numéro [, deux autres le 2, deux autres le 3, etc. On tire m
cartes au hasard. Quel est le nombre moyen de paires encore présentes dans I'urne
aprés ce tirage? (Il est intéressant de savoir que Bernoulli a proposé ce modéle comme
I'un de ceux permettant de déterminer combien de couples mariés il reste aprés la mort
de m personnes dans un groupe composé exclusivement de couples au départ, an
nombre de N).

SOLUTION, On définit pour i = 1, 2,..., N

X [ 1 sila i-éme paire est intacte
i -_

0 sielle a disparu, totalement ou en partie
Or.
E[X]=P{X =1}
(ZN - 2)
r_m 7
()
m
(2N - 2)
_ mi(2N -2 - m)!
(2N
m!(2N — m)!

_ON-m)2N-m-1)
B (2NY(2N - 1)

aussi le résultat cherché est-il

ElX,+X,+--+ Xy]1=E[X ]+ -+ E[X~]

_QAN-m)2N-m-1)
B 22N -1)

Exemple 7.10 Probléme de collection de bons a compléter

Il existe ¥ sortes de bons différents, aucune sorte n'étant plus rare que les autres. Le

but du jeu est de rassembler une collection compléte oul les N sortes soient représen-

tées,

a) On se procure un lot de »# bons. Il faut d'abord trouver le nombre moyen de sortes
qui y seront représentées;

b) oncherche encore le nombre moyen de bons 4 amasser pour obtenir une collection
compléte.
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SOLUTION.
a) Soit X le nombre de sortes différentes représentées dans le lot de taille n considére.
On caleule E[X] en utilisant la décomposition

X=X|+"'+XN

" X, = {1 si la sorte i est représentée dans le lot
‘ 0 si elle ne l'est pas
Or
E[X]=P{X,=1}
= 1 — P{la sorte i n’est pas représentée dans le lot)
(5
Donc

EX]=EX)+---+ E[X)] = N[l - (¥)”]

b) Désignons par Y la variable qui compte le nombre de bons 4 amasser pour former
une collection compléte. On calcule £[ Y] en utilisant la méme technique que cetle
appliquée au calcul de I'espérance d’une variable binomiale négative (exemple
7.6). En l'occurrence, on appelle Y., i = 0, 1,..., N — 1 le nombre de bons a
ajouter, une fois que § sortes sont représentées, pour faire apparaitre une sorte de
plus. On a bien sir

Y=YU+YI+”'+YN-1

Lorsque i sortes sont déja représentées, un nouveau bon sera d’une nouvelle sorte avec
probabilité (N — {)/N. Par conséquent,

PLY, = k} = %(ﬁ)“ k=1

En d’autres termes, Y, est une variable géométrique de paramétre (¥ — {)/N. D apres
I'exemple 7.5, on sait déja que

N
ElYl=5—;
ce qui entraine
N N N 1 .1
=1+ e —= N =
E[Y]=1 N—1+N—2+ +1 N[1+ +N—1+N] =
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Exemple 7.11 Dix chasseurs guettent le passage d'un vol de canards. Lorsque les
canards passent en groupe, Jes chasseurs font tous feu en méme temps, mais chacun
choisit sa cible au hasard, indépendamment des autres. On admet que chaque chas-
seur touche son canard avec la méme probabilité p. Combien de canards survivront-ils
au ur lorsque le vol se compose de 10 oiscaux?

soLuTion. Disons que la variable X, vaudra ! si le i-éme canard survit et 0 sinon,
i=1,2,..,10. Le nombre moyen de canards épargnés sera

E[X,+-- -+ X,0)= E[X,]+ -+ E[Xj0]

Pour [e caleul de £[X] = P{X; = [}, oh remarque que chacun des tireurs atteindra
indépendamment des autres le i-éme canard avec la probabilité p/10. Aussi,

(-3

Et donc

E[X]= 10( - %)m .

Exemple 7.12 Nombre moyen de chaines

On considére les diverses permutations composées de n caractéres «I» et de m
caracteres «O». On admet que 'une d'entre elles est tirée au hasard, si bien que
chacune des (7 + m)/(n'm!) permutations distinguables a la méme probabilité de
sortir. Toute succession ininterrompue de 1 sera appelée chaine de 1. Si par exemple
n = 6etm = 4, et sillordre de tirageest 1, 1, 1,0, 1, 1,0, 0, 1, 0, nous serons en
présence de trois chaines de 1. On souhaite ici déterminer le nombre moyen de ces
chaines.

SOLUTION. Pouwr ce Faire on peut poser

I {1 si une chaine de | commence au i-éme caractére
I- ==

1) sinon

On peut donc écrire C(1), le nombre de chaines de 1. de la maniére suivanie;
n+m
Ch= Y I
=1

et par conséquent

i+

E[C()= T E[L]

E{I,) = P{le premier caractére est un I}

__n
n+m
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etpouwr 1l < i< n+m

E[I;]= P{0 occupe la (i — 1)-iéme position et 1 la i-éme}

o m n
n+mn+m-—1

Donc
nm
(n+m)in+m-—-1)

E[C(1)])= n:m+(n+m~1)

De maniére similaire, £[C(0)], le nombre moyen de séquences de 0, sera

m nm
n+m nt+tm

E[C0)])=

¢t le nombre moyen de séquences de tous types sera

2Znm
n+m

E[Cc(Y+c(®]=1+
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Exemple7.13 On pose une a une les cartes d’un jeu ordinaire sur une table, ouvertes
et cote a cote. On se demande combien il faut poser de cartes en moyenne pour obtenir

a) le premier as;
b} le premier pique.

SOLUTION. Les questions a) et b} ne sont que des cas particuliers du probléme plus
général suivant: une urne contient # boules blanches et »1 noires. On préléve ces boules
une a une jusqu’a ce que la premiére boule blanche apparaisse. Si on désigne par X

le nombre des boules alors prélevées, quelle est I'espérance de X'?

Pour résoudre la version générale du probléme, on va rendre dlstlnguables les

boules noires de l'urne en les baptisant N, N,, ..., N,. Posons encore

ll si N, est prélevée avant I'apparition de la premiere boule blanche
X; =

0 sinon.
On voit facilement que

X=1+7Y% X,

Donc

E[X]=1+7 PX, =1}

Or, X, vaudra 1 si la boule &, est tirée avant toutes les boules blanches. Mais chacune
deces n + 1 boules (a savoir les n blanches et la boule N,) a la méme probabilité d*étre

la premiere dans 'ordre des prélévements, ce qui permet d’écrire
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1
nt+1l

E[X]=PlX =1}=

et ainst

m
= +—_
E[X]=1+—=

La réponse a la question a) sera done, avecn = 4etm = 48: i;- c'est-a-dire 10,6 cartes
en moyenne. Pour b) on aura n = 13 et m = 39, ce qui donne un nombre moyen de
% = 3,79 caries avant d’obtenir le premier pique. ]

Exemple7.14 Déplacement aléatoire dans le plan

On considére une particule située dans un plan et se déplagant par sauts de longueur
fixe mais orientés dans n'importe quelle direction. Plus précisément, on admettra que
la longueur des sauts est égale a une unité, tandis que "angle entre I'axe des abscisses
et la direction prise a la suite d’un saut est une variable uniforme sur (0, 2r) {(voir
figure 7.1}, On cherche le carré de la distance entre la particule et sa position initiale
aprés n sauts.

(©) = position iniuale
(1) = position aprés le premier saut

(2) = position aprés le second saut

Figure 7.1

SOLUTION. Désignons les variations de coordonnées associées au i~¢me saut par
(X, ¥Y), i = 1, 2., n On a les relations

It

X,‘ = COs 8,'
Yj sin 6.‘

ol les 6, i = 1, 2,..., n sont par hypothese des variables uniformes sur (0, 2x). La
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" ”
position au bout de # sauts aura pour coordonnées (Z X;, L ¥,}). On voit donc que
i i=1

la grandeur D° cherchée, le carré de la distance de la particule a I'origine, est

p*-(fx) (5 %)
S (X2 + YY) +I5 (XX + YY)

i=] i

n+Y ¥ (cos 6 cos 8 + sin 8, sin 8;)
sy

ou 'on a utilisé la relation cos® 8, + sin’ 8, = 1. En passant aux espérances, en
utilisant I'indépendance de 0, et 8, lorsque i 5 j. ainsi que les relations

rE

El[cos 8] = j cosudu =sin2mx —sinQ0 =0
a
2w

E[sin 8,] = J sinudu =cosQ—cos2nx =0
o

on trouve .
E[D*)=n s

7.2.5 Espérance de la somme d’une infinité de variables

Lorque I'on traite d'un ensemble infini de variables aléatoires X, i 2 1, ayant
toutes une espérance finie, il n’est pas certain gue

ah oo
E[ ) X.-] = ¥ E[X} (1.3)
i=1 =]
Pour déterminer dans quel cas (7.3) est valable, on calcule son premier membre en
= H
sappuyant sur la relation £ X, = lim X X,
i=1 h=a =

e[ 5 x]=£[im § x]

lim ¥ E[X]

H=ag

_:ZD’ E[X] 7.4
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Ces calculs - et par conséquent (7.3) — ne somt fondés que lorsque ia permutation
de I'espérance et de la prise de limite est correcte a [a deuxiéme ligne du calcul de
(7.4). Dans le cas général, cette permutation n'est pas justifiée. Cependant, on peut
montrer que dans les deux cas particuliers suivants elle est néanmoins acceptable:

a) les variables X, sont toutes a valeurs non négatives, ce qui signifieque P{X, 2 0} = 1;

b) £ E[IX|] < co.
i=1

Exemple 7.15 Considérons une variable discréte X quelconque & valeurs positives ou
nuiles. On définit pour tout i = |

1 siX =i
X = . .
{0 si X << i
Alors
a x -]
X=X+ Y X
(=1 i1 fmX+1
X o
=Y1+ ¥ 0
i=1 =X+1
=X

De ce fait, les X, étant toutes & valeurs non négatives,

T ELX)

i=1

E[X]

[l

Y PIX =i} (1.5)

iml

It

qui est une identite intéressante.

Exemple 7.16 On souhaite stocker en mémoire d’ordinateur une liste ordonnée
comportant # éléments que nous appellerons 1, 2,..., #. On sait que I"utilisateur de cette
liste aura & consulter un élément de la liste par unité de temps, L'élément / sera

consulté indépendamment du passé avec probabilite P(i), i = 1 et {“. P(i) = 1. Ces
i=1

probabilites étant supposées connues, quel est I'ordre de stockage qui minimisera le
temps d'accés moyen 3 un élément appelé pour consultation?

S0LUTION. On numérote les éléments de telle maniére que P(1) = P(2) = ... = P(n).
Nous aflons montrer que 1, 2,..., n est la permutation optimale. Pour ce faire,
désignons par X la position de I'éiément consulté. Pour toute permutation envisagea-
ble O = i), ..., i,
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PolX = k}= 3 P
j=

= ¥ P(j)
Fok
= PI.2 ..... N{X = k}

En sommant sur & et en utilisant (7.12), on obtient

EolX]= E,,

-----

ce qui montre bien que disposer les éléments dans 'ordre des probabilités décroissan-
tes minimise effectivement le temps moyen d'accés a4 un élément demandé. [ ]

Exemple 7.17 Probabilité d'une réunion d'événements
Soient les événements A4,, ..., A, et les variables indicatrices X, i = 1, ..., n définies

par
_ 1 si 4; a lieu
0 sinon
Remarquons que
si UA, a lieu
sinon

E[l - Ha —x,.)] =P(&Af)
i=1 i=1

Le développement du membre de gauche de cette expression donne

n 1
1 .—EI. (1 -Xx) _{0

Alors

P( ) Ai) = E[i X, -2 fox,f + 3 EkszXij
=1 i=1 i< i<

—-~+(—l)"“X,---X,,:| (7.6)
Mais, puisque
l sid; A, A, alieu
XXy oo Xy = {0 sinon
on voit que

EIX, -+ X;) = P(A; - -+ A

Ainsi (7.6) o’ établit rien d’autre que la formale bien connue pour la réunion d’événe-

ments
P(UA) = SPA) — I S PAA) + 3 3 3 PAAA)
() Je e,

—_ e 4 (—l)"HP(A."‘A,,) .



304 [nitiation aux probabilités

Le dernier exemple de cette section montre d’une autre fagon que 1’introduction du
hasard peut parfois étre employée avantageusement.

Exemple 7.18 Un toumoi de n participants se déroule de la maniére suivante. Chaque
joueur rencontre chaque autre joueur une fois (il y a (J)paires de joueurs donc )
matchs). A chaque fois, un concurrent gagne et "autre perd. Supposer que les n
Joueurs sont initialement numérotés comme joueur 1, joueur 2, etc. La permutation
iys iy -5, €St UnE permutation hamiltonienne si iy bat iy, i; bat i3, ... et i, bati, Le
probleéme est de déterminer le plus grand nombre possible de permutations
hamiltoniennes.

Par exemple, supposer qu’il y a 3 joueurs. Il est alors facile de voir que si un des
joueurs gagne deux fois, il n’y a qu'une seule permutation hamiltonienne (par
exemple, st | gagne deux fois et si 2 bat 3 alors la seule hamiltonienne est 1, 2, 3); et
si chaque joueur gagne une fois, il ¥ a alors trois permutations hamiltoniennes (par
exemple, si 1 bat 2, 2 bat 3 et 3 bat 1, alors 1,2,3, 2,3,1 et 3,1,2 sont hamiltoniennes).
Done, lorsque n = 3, le plus grand nombre possible de permutations hamiltoniennes
est 3.

Bien que le probléme des permutations hamiltoniennes n’implique pas les
probabilités, nous allons introduire le hasard pour montrer que dans un tel tournoi de n
joueurs, n > 2, il ¥ a un résultat pour lequel le nombre de permutations hamiltoniennes
est supérieur & nl/2""".

Pour vérifier ceci, supposons que les résultats des (2) matchs sont indépendants et
que chacun des deux joueurs a amtant de chance de gagner chaque match. Si X est le
nombre d’hamiltoniennes a la fin du tournoi, alors X est une variable aléatoire dont
I'ensemble des valeurs possibles est constitué de tous les nombres possibles de
permutations hamiltoniennes qui peuvent résulter d’un tel tournoi A # participants,
Puisqu’au moins une des valeurs possibles d’une variable aléatoire non constante doit
dépasser sa moyenne, il doit au moins y avoir un résultat possible du tournoi qui
posséde plus de E[X] permnutations hamiltoniennes. Pour trouver E[X], numérotons les
n! permutations et soit, pour i = 1, ..., n!,

{l si la permutation i est hamiltonienne
]‘ ]

0 sinon
Ona
X=Z&
donc '
E[ X ] = ? E{ Xi]
Mais

E[X,.] = P{la permutation § est hamiltonienne }

()
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Cette égalité est vraie car la probabilité qu’une permutation i, ..., {, soit
hamiltonienne est, par indépendance, la probabilité que i batte i, multipliée par la
probabilité que i, batte i3, etc. On obtient donc

n!
2n-l
Puisque, pour n > 2, X n'est pas une variable aléatoire constante, il existe au moins
une valeur possible dépassant n}/2" ™.

E[x]=

7.3 COVARIANCE, VARIANCE DE SOMMES, CORRELATION
7.3.1 Espérance d’un produit de variables indépendantes

A titre de préliminaire 4 cette section 7.3, nous présentons le théoréme suivant,
établissant que I'espérance du produit de deux variables indépendantes est égale au
produit de leurs espérances.

Théoréme 7.2
Soient X er Y deux variables aléatoires indépendartes et h et g deux fonctions.

Alors
E[g(X)h(Y)]) = E[g(X)E[R({Y)]

DEMONSTRATION. Plagons-nous dans le cas ot X et Y sont conjointement continues
de densité f{ -, - ). On peut écrire

H

E[g(X)h(Y)] J g{x)h(y)f(x, y) dx dy

« —00 —ac

- J’ g fx (D) () dx dy

o =00 -]

{* o0

= h(y)fy(y) dy j g(x)fx(x) dx

g -

E[MY))E([g(X)]
et la démonstration est similaire dans le cas discret. ]

De la méme maniére que 'espérance et la variance d'une unique variable aléatoire
nous donnent des informations sur cette variable, la covariance entre deux variables
nous donne des informations sur la relation entre ces deux variables.

7.3.2 Covariance

La covariance de deux variables aléatoires quelconques X et ¥ est notée
Cov(X, ¥) et est définie par I'expression:
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Cov(X,Y) = E[{X - E[X]{Y - E[Y])]
Le développement du membre de droite donne

Cov(X, Y) = E[XY - E[X)Y — XE[ Y]+ E[Y)E[X]]
= E[XY]- E[X]E[Y]- E[X]E[ Y]+ E[X]E[Y]
= E[XY}- E[X]E[Y]

On remarquera qu’en application du théoréme 7.2, la covariance de deux variables
indépendantes X et Y est nulie. La réciprogue n'est cependant pas vraie. On peut
donner comme contre-exemple simple le cas des deux variables X et ¥ suivantes; X
est telle que

PIX=0}=PX=1}=PX=-1}=}

et on définit ¥ par rapporta X

0 siX=#=0
Y =
[1 siX =0

Or XY est clairement nufle, donc £[X¥] aussi. Comme E(XT Fest aussi, il reste
Cov(X, Y)=E[XY]- E[X]E[Y]=0

Il est pourtant manifeste que X et ¥ ne sont pas indépendantes.

La proposition suivante énonce plusieurs propriétés de la covariance.

Théoréme 7.3

iy Cov{X,Y}=Cov(Y,X)
ii) Cov(X,X)= Var(X)
iii) Cov(aX,¥)= aCov(X,Y)}

I

iv) Cov( % X;, ]1‘:,] =3 ZCOV(XI-,YJ-)

t | j= i=lj=|

BEMONSTRATION. Les parties i) et i1) proviennent directement de la définition de la
covariance et la partie iii) est laissée en exercice au lecteur. Pour démontrer iv}, qui
stipule que la covariance est additive (comme I'espérance), soit g; = E[X] et v; =
E[Y]. Alors

fix]-2u. o 80]-5,
i=t j=1
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et

oi la dernigre égalité provient du fait que 1'espérance d’une somme de variables est
égale A la somme des espérances. : »

7.3.3 Variance de sommes
Les parties ii} et iv) du théoréme 7.3, en prenant ;= X, j=1, ... n, entrainent que

Var(}":x,.)ﬂ:ov[%x,.,ixj)

i=l Jj=1

= £ Scov(X,.x))

i=1j=1

=§'.|Va:(X,-)+ SECov(X.Y,)

if

Puisque chaque paire d’indice 4, j, i # j, apparait deux fois dans 1a double sommation,
I'expression ci-dessus est équivalente 2

R 1.3
Var(zx,.)= % Var(X,)+2 X X Cov(X,. X, ) (.7)
i=1 i=1 i<j
Si Xy, ..., X, sont indépendantes deux a deux, ¢’est-a-dire si X; et X; sont indépen-
dantes pour i # j, alors I’équation (7.7) se réduit 3
n "
Var( Y X, |= T var(x,)
i=l

i=1
L’exemple suivant illustre ' utilisation de I’équation (7.7).
7.3.4 Exemples de variance de sommes
Exemple 7.19 Soient X, ..., X, des variables aléatoires indépendantes et identique-

ment distgibuées de moyenne p et de varianced’, et, comme dans I'exemple 7.3,
soit X = ZX‘-/n la moyenne de I’échantillon. Les quantités X, = X, i=1,..,n, sont
. inl
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appelées déviations car elles sont égales aux différences entre une donnée individuelle
et la moyenne de 1'échantillon. Soit S? 1a somme des carrés des déviations

" -—t2
2 = -
§ = EI(XI. X)
La variable aléatoire 52/ (n - 1) est appelée la variance de 1’échantillon. Trouver
a) Var(X );

b E[s*/(n - 1)]-

SOLUTION.
a)
—_ 1 z L
var(X) = (—) Var(zx,)
n i=1
1Y
= (—) EVar(X,.) par indépendance
nji=l
_
n
par indépendance

b) Commengons par |'identité algébrique suivante.

En prenant les espérances de 1’expression ci-dessus, on obtient

£5*]= £ (%, ~ )’ |- ] (K- )]
= no” —nVar(X)
=(n- 1)0'2
obl I’égalité finale provient de la pantie a) et ol celle d’avant provient du résuliat de
’exemple 7.3 qui donne E'[v)f = {1, En divisant par (n ~ 1), on voit que |’espérance de

. . . . 2 . . .
la variance de 'échanullon est la variance &~ de la distribution.
]
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L’exemple suivant présente une autre méthode que celle utilisée dans le chapitre 4
pour obtenir la variance d'une variable aléatoire binomiale.

Exemple 7.20 Variance d'une variable aléatoire binomiale
On considére ici le cas d’une variable aléatoire binomiale de paramétres » et p.

SOLUTION. Une telle variable représentant le nombre de succés lors de n épreuves
indépendantes de méme probabilité de succés p, on peut écrire

X = Xl + -+ Xn
ou chaque X, est une variable de Bernoulli indépendante des autres et telle que

1 si la i-éme épreuve est réussie
X.‘ = 0

sinon
D’aprés (7.7), on obtient

Var{X)=Var{X,)+ .-+ Var(X,)

Mais
Var (X)) = E[X{]1- (E[X.])?
= E[X.)- (E{X:)® puisqueX; = X;
=p-p’
et donc
Var (X) = np(1 - p) u

Exemple 7.21 Variance d'un nombre de rencontres
On cherche la variance de X, la variable comptant le nombre d’hommes ramassant
leur propre chapeau dans la situation de I'exemple 7.8,

soLuTION. On utilise la méme décomposition de X que dans I’exemple 7.8, & savoir

X=X+ +Xn

ou
X, = [1 si le i-¢me homme ramasse son chapeau
' 0 sinon

D’aprés I’équation (7.7), on a

N
Var(X) = } Var(X))+2%} ¥ Cov (X, X)) (7.8)
im=] i=f
Comme P{X, = 1} = I/N, on peut écrire en s'inspirant de I'¢xemple précédent que
1 1 N-1
Var (X;) _ﬁ(l _N) =N
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De plus
Or
1 si le i-éme et le j-éme hommes récupérent leurs propres chapeaux
&&={0 ‘
sinon

et par conséquent
E[X,X,] = P{X. = 1, Xj = l}
= P{X; = JP(X; = 1| X, = 1}
1

1
NN-1
1 1)’ 1
COV(XI’XI)_N(N—I)_'(N) _m

ce qui d'apres (_?.8) donne

Var(X)=N—l+2(N);

I
—

On constate donc que la variance du nombre de rencontres aussi bien gue son
espérance valent 1. Ce résultat était d’une certaine maniére prévisible puisqu'on a
montré i la section 2.5 que lorsque N est grand, la probabilité d’obtenir i rencontres
est approximativement ¢~/ Ceci revient a dire que pour N grand toujours le nombre
de rencontres suit approximativement une 1oi de Poisson d’espérance 1. Comme
on a 1'égalité de I'espérance et de {a variance pour une variable poissonnienne, le
résultat obtenu est sans surprise. »

Exemple 7.22 Echantillon de population finie
On considére un groupe comptant N individus; chacun d’entre eux s’est fait une
opinion sur un certain sujet, opinion que 'on mesure au moyen d'un nombre réel v
appelé intensité du sentiment de I'individu relativement au sujet. On note v;l'intensité
du sentiment de Pindividu i, i = 1,..., N. Les quantités u;, i = 1...., N sont inconnues
et pour acqueérir de I'information a leur sujet on choisit au hasard un sous-groupe de
n personnes. Choisir au hasard signifie quon s’y prend de maniére telle quaucun
sous-groupe de taille » parmi les (¥) sélections possibles n’a une plus grande chance
d’étre tiré qu’un autre. On interroge alors ces n personnes et mesure les v; correspon-
dants. On forme la somme S de ces » valeurs. Que vaudront 'espérance et la variance
de 57

A titre d'application importante de ce probléme on peut mentionner les élections
a 'occasion desquelles chaque électeur est pour ou contre un certain candidat. On
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prendra alors v; = 1 si I'électeur est favorable au candidat, v; = 0 sinon. La grandeur
N

V= _Zlv,- /N représente alors la proportion de la population soutenant ce candidat,
i=

autrement dit sa cote. Pour estimer U on choisit au hasard un échantillon de n
personnes que l'on interroge. La proportion 5/z favorable au candidat est souvent
utilisée pour estimer U .

S0LUTION. On définit pour chaque électeur i, f = |...., N, une variable indicatrice /,
indiquant si cette personne appartient ou non 4 I'échantillon. Plus précisément,

1 si fa personne | est dans I"échantilion
I=

0 sinon

Dés lors, S peut étre écrite
N
§= z U}L‘

i=}

donc

E(5]= E v E[1]

Var{s) = E Var (v,f;) + 2Y ¥ Cov (o], v;I})

fm] i<j

E o2 Var (I} +2 ZZ v;v; Cov (I, L)
im]

Comme

E[L]=

Z|=

nn—1
N-1

E[LL]= N
on voit que

Var(!;)=-£;(l —;3)

2
Cov (1, 1) = =l (1)

_—a(N—n)
NN -1)
Alors

C:I

N
E{S]—n‘ﬂN—

_hf{N-nm ¥ .2_2n(N--n)
vars) = 5 (557) £, NN -1 22
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L’expression de Var(S) peut étre transformée en utilisant Iidentite

N NN
(v + ... + o) = ol +233 v; 1y, ce qui laisse aprés simplifications
=1 i<j

N
_ (T vt
Var (S) = "(I‘:_ 1") ‘“}v - 5

On peut considérer le probléme sous un autre angle et supposer que le nombre ded
égaux 4 1 est Ap. La variable § pouvant dans ce cas étre considérée comme une
variable hypergéométrique, son espérance et sa variance seront

E[8] = né = np puisque & =%=p

Var(8) = AN - n) ")(&_ pz)

(N-1 AN
_n(N-n) _
=—N_1 P1-P

Si par ailleurs, plutdt qu'a §, on s’intéresse a S7n, [a proportion dans 'échantillon des
électeurs favorables a4 notre condidat, on aura

-

S\_WN=-n) . _
Var(n)—n(N_l)p(l P a

7.1.5 Corrélation

L.a corrélation entre deux variables aléatoires X et ¥ est notée p(X, Y) et est définie
ainsi, pour autant que Var(X) Var(Y) soit non nul:

___Cov(xY)
JYVar (X) Var (Y)

p(X, Y)

On peut montrer gue

“1=p(X, V) =1 (1.9)

Pour établir (7.9), admettons que X et Y aient des variances 6 et 6, respectivement.
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Ona
X Y
0= Var(—+—)

P

_ Var(X)+Var(Y)+2C0v(X, Y)

) 3
oy oy o0y

=2[1+p(X, Y]
qui implique que
-1=pXY)
D’autre part

OEVar(E—X)

s

Var{X) VarY 2Cov(X,Y)
“T o TCeP oo,
=2[1-p(X, Y})]
entraine
p(X, ¥Y)=1

ce qui finit d’établir (7.9).

On sait que Var(Z) = 0 entraine que Z est constante avec probabilité 1 (ce résultat
intuitif sera rigoureusement démontré au chapitre 8). La démonstration de (7.9)
établit donc, compte tenu de cette implication, que p (X, Y) = 1 entraine
Y=a+ bXoub = o/c, > 0tandis que p(X, ¥) = — l entraine ¥ = a + bX
ou b = — o,fo, < 0. On laisse au lecteur le soin de prouver que la réciproque est
également vraie: si ¥ = a + X, alors p(X, ¥) vaudra 1 ou —1 selon que le signe
de b est positif ou négatif.

Le coefficient de corrélation est une mesure du degré de linéarité entre X et ¥.
Les valeurs de p proches de 1 ou — | indiquent une linéarité quasiment rigoureuse
entre X et ¥, tandis que des valeurs proches de 0 indiquent une absence de toute
relation linéaire. Lorsque p (X, ¥) est positif, ¥ a tendance a4 augmenter si X en fait
autant, tandis que pour p(X, ¥) < 0, ¥ a tendance 4 diminuer si X augmente. Si
p(X, Y) = 0, on dit que ces deux statistiques sont non corrélées.

1.3.6 Exemple de calcul de corrélation

Exemple 7.23 Soient {, et I les variables indicatrices des événements 4 et B. Par
définition

{1 si A survient
IA = .
0 $inon

1 si B survient
l’g =

0 sinoin.
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Alors
E[I.]) = P(A)
E[Ig] = P(B)
E[l.l5]= P(AB)
et ainsi

Cov (14, Is) = P(AB) — P(A)P(B)
= P(B)[P(A| B) - P(A)]

On vient d’obtenir un résultat annoncé par une approche intuitive de la situation: les
variables indicatrices de A et 8 sont positivement corrélées, non corrélées ou négative-
ment corrélées selon que, respectivement, P(4| B) est plus grande, égale ou inférieure
a P(A). =

L’exemple suivant montre que la moyenne de 1'échantillon et les déviations ne
sont pas corrélées.

Exemple 7.24 Soient X, ..., g(,, des variables aléatoires indépendantes et identique-
ment distribuées de variance @~ . Montrer que

Cov(X,- - },}) =0

SOLUTION. - _ __
Cov(X, - X,X) = Cov(X,,X) - Cov(X.X)

= chr(}(',-,l f_',Xj ) - Var(})

nj=1

1= a
=—2Covl X, X, | ——
L Eeo(%.x)-~

1 2

a g
=—-—==|)

n n

ol I’avant-dernidre égalité utilise le résultat de I’exemple 7.19 et ol la dernitre égalité
provient du fait que
0 si j#i parindépendance
Cov(X‘-,Xj)={ / P pe

o’ si J =i puisque Var(X,-) =¢o?

par indépendance

Bien que X et la déviation X; — X ne soient pas corrélées, elles ne sont pas, en
général, indépendantes. Cependant, dans le cas particulier o les X; sont des variables
aléatoires normales, X n’est plus seulement indépendante d’une_seule déviation,
mais est indépendante de la séquence entidre des déviations X; — X, j=1..,n. Ce
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résultat sera établi dans la section 9 ol nous montrerons aussi que, dans ce cas, la
moyenne X de 1'échantillon et la variance de I’échantillon Szl(n—l) sont
indépendantes et que.S : / o a une distribution chi-carrée avec 5 — 1 degrés de liberté.
(Voir I'exemple 7.19 pour la définition de S2.) »

Exemple 7.25 On considére m épreuves indépendantes. Chacune peut donner r
¥ .

résultats de probabilités P, P,,..., P,avecE P, = 1. On désignepar N, i = 1,...r
i

le nombre parmi ces m épreuves de celles qui aboutissent au résultat i. N, N,,..., N,
suit alors une distribution multinomiale

P{N.‘—‘H.,N2=n2,...,N,=_n,}

m! ", phts " d
n|Ple"'Pr' Lm=m
!

nlin! ... =t

Lorsque i # J, il semble raisonnable qu'une grande valeur de N, soit associée 4 de
petites valeurs de N, aussi s"attend-on intuitivement 4 ce que ces deux variables soient
négativement cosrélées. Calculons leur covariance en utilisant le théoréme 7.3 (iv) et
la décomposition

N=% Lk e N=7% Lk
k= kmi

ou
1 si la k-iéme épreuve aboutit au résultat i
Iik) = { 0 .
sinon
1 si la k-iéme épreuve abdutit au résultat f
Lik) = { 0 .
sinon

Griice au théoréme 7.3 (iv) on peut écrire

cov (N, Ny = £ £ cov i), 10))
f=1km]

Or, lorsque &k # /
Cov (k). 1 (1)) = 0

puisque Uissue de I"épreuve k ne dépend pas de celle de I'épreuve {. D’autre part,

Cov (), 1) = EUNOIMD] - EUMIEUD]
=0-PP,=-PP,

ou I'on a utilisé la relation 7{)1,(/} = 0, puisque I'épreuve / ne peut donner les deux
resultats { et j a la fois. On obtient donc
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COV (Nj, M) = _‘mP;Pj

qui confirme notre conclusion intuitive que N, et N, sont négativement corrélées. .

7.4 ESPERANCE CONDITIONNELLE

7.4.1 Définition du cas direct

On se souvient que, pour un couple de variables aléatoires discrétes, on
avait défini 1a loi de probabilité conditionnelle de X, sachant que ¥ = v, pour autant
que P{Y = y} > 0, par

Pxivixiy) =P X =x|Y= y}=p(x_.y)

py(y)

I est dés lors naturel de vouloir définir dans le cas discret Iespérance conditionnelle
de X sous Ia condition Y = y, pour autant que p,(y} > 0, par

E[X|Y =y]=2xP{X =x|Y =y}
=2 xpx v (x]y)

Exemple 7.26 On considére deux variables aléatoires binomiales X et ¥, indépendan-
tes et de mémes paramétres # et p. On souhaite calculer I'espérance conditionnelle de
X sous la condition X + ¥ = m.

soLuTion. Déterminons d’abord la loi de probabilité conditionnelle de X sous la
condition X + ¥ = m. Pour & < min{n, m}ona

PIX=kX+Y=m
PIX + Y = m}

_PX=kY=m—k}
PIX+Y = m}

_P{X = k}P{Y = m ~ k}
T PX+Y =m)

n & _ n-k n m=k _ A=rn+k
=(k)p(l p) (ni_k)p 1-p
2” m — Zn—m
(m)P(l p)
_\k/\m—k
n

PIX=k|X+Y=m}=
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ou I'on a utilisé le fait que X + ¥ est une variable aléatoire binomiale de paramétres
2n et p (voir 'exemple 6.17). On conclut que la distribution conditionnelle de X,
sachant que X' + Y = m, est hypergéométrique. Daprés le résultat de "exemple 7.7,
on sait que

E[X|X+Y=m]=

w3

7.4.2 Définition du cas continu

On se souvient également que pour un couple de variables X et ¥ continues
de densite f( -, - ), la densité conditionnelte de X, sachant que ¥ = y, est définie — pour
autant que f,(v) > 0 - par
f(x ¥)

vV =56)

Il est donc naturel de définir I'espérance conditionnelle de X, dans le cas continu et
sous la condition ¥ = y, par

E[X|Y=y]=j

b

xfxr(x|y) dx

pour les valeurs de y telles que f,(y) > G

Exemple 7.27 Supposons que la densité conjointe de X et ¥ soit

e-n’}"e"}'
flx,y)=——— O<x<o,0<y<®

y
On veut calculer E[X|Y = ]

soLUTION, Calculons d’aberd la densité conditionnelle

_fay)
fxly(xl)’) = __fy(y)

- Sy
L flx vy dx
_ (1/‘}')8_’”8—?
- fE(1/yre e > dx .

_ /pe
TR/ ve 7 dx

_/ye”?
e

= (l) e—.w‘y
y
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On constate que cette densité conditionnelle de X sous la condition ¥ = y n’est autre
que la densité exponentielle de parameétre et espérance y. Done,

o0

E[X|Y=y]=I Lerar=y .
oy

7.4.3 Elargissement du point de vue

On sait que les probabilités conditionnelles satisfont toutes les propriétés des
probabilités simples. De la méme maniére, les espérances conditionnelles ont toutes
les propriétés des espérances ordinaires, en particulier

Y g(x)pxvixly) dans le cas discret

E[gX)}Y =y]={"w
I g} fx v(x|y) dx dans le cas continu

el

el f xiv=y]-§ Exiv=y

=1

En fait, 'espérance conditionnelle, sachant que Y = p, peut étre considérée comme
une espérance ordinaire basée sur un espace de probabilité, réduit aux seuls événe-
ments pour lesquels ¥ = y est vérifiée,

74.4 Théoréme de calen) d’espérances par conditionnement

On décide de noter E[X| Y] la composition des fonctions Y et E{X|¥ = y], cette
derniére fonction faisant correspondre 4 un nombre y I'espérance conditionnelle de
X, sachant que ¥ = ). On remarquera que la fonction composée obtenue est
elle-méme une variable aléatoire. Le théoréme qui suit énonce une propriété fonda-
mentale de I'espérance conditionnelle.

Théoréme 7.4
E{X]= E[E[X|Y]] (7.10)
Lorsque ¥ est une variable discréte, ce théoréme signifie que

E[X]=Y E[X|Y = yIP{Y =y} .11

tandis que lorsque Y est continue, le théoréme entraine

o0

E[X}Y = ylfv(y) dy (7.12)

E[X]= I



Propriétés de 'espérance 3119

DEMONSTRATION. On suppose pour cette démonstration que X et ¥ sont deux variables
discrétes. On doit établir {(7.11). Or, le membre de droite de (7.11) peut étre réécrit

EyE[XIY=)*]P{Y=,v}=Zy};xP{X=xIY=)'}P{Y=y}

P(X=xY =y}

TRy =y Y
=§§XP{X=.‘~‘,Y=)'}
=I¥IPX=xY =y

= LxP(X = x}

= E[X]

ce qui établit le résultat.

Pour mieux faire comprendre (7.11), on peut donner l'interprétation suivante:
pour calculer E[X], on construit une moyenne pondérée des espérances conditionnel-
les de X sous les diverses conditions ¥ = y, les masses de pondération étant les
probabilités des conditions {cette construction a déja été rencontrée; ou?). Le résultat
(7.11) est trés utilisé, il permet souvent de calculer assez facilement une espérance
aprés avoir conditionné la variable par une autre variable appropriée. C'est ce
qu'iliustrent les exemples du paragraphe suivant. m

7.4.5 Exemples de calcul d’espérances par conditionnement

Exemple 7.28 Un mineur est prisonnier dans un puits d’ou partent trois tunnels. Le
premier de ces tunnels le ménerait a la sortie au bout de 3 heures de marche. Le second
le raménerait 4 son point de départ au bout de 5 heures de marche, ainsi que le
troisiéme au bout de 7 heures. Si 4 chaque choix qu'il fait le mineur emprunte
n'importe quel tunnel avec la méme probabilité, quelle sera la durée moyenne de sa
tentative de sortie?

SOLUTION. La variable X représentera la durée de la recherche de la sortie en heures;
Y représente la premiére porte choisie. On a

E[X1=E[X|Y =1]P{Y =1} + E[X|Y =2]P{Y =2}
+ E[X|Y = 3]P{Y =3}
=WE[X|Y =1)+E[X|Y =2]+ E[X|Y =3}

E[X|Y=1]=3
E[X|Y =2]=5+E[X]
E[X|Y =3]=7+ E[X] (7.13)
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Pour comprendre les équations (7.13), voyons le cas particulier E[X}Y = 2] si le
mineur emprunte le deuxiéme tunnel, il y passera 5 heures puis reviendra a son point
de départ. Une fois 14, le probléme est exactement le méme qu’a I'origine. A ce point,
la durée moyenne de sa recherche est E{X]. C'est pourquoi E[X|Y = 2} = 5 + E[X].
Les arguments d la base des deux autres équations sont semblables. On a donc
finalement:

E[X]1=3%3+5+E[X]+ 7+ E[X)
L4 ]F]

E[X]=15 ]

Exemple 7.29 Espérance de la somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires
Le nombre de clients se rendant & un grand magasin donné dans ['espace d’une
journée est une variable aléatoire d’espérance 50. La somme dépensée par chacun des
clients quotidiens du magasin est aussi une variable aléatoire d’espérance 8 francs. On
admet que les dépenses d’un client ne dépendent ni de celles des autres clients ni du
nombre total de clients pour la journée. Quelle est I'espérance du chiffre d’affaires
quotidien du magasin?

SOLUTION. Le nombre de clients par jour sera noté N, tandis que e montant dépensé

N
par le client i est X. Le chiffre d'affaires du magasin est donc £ X, Or

cfp-eefpan])

Mais

E[Ex,m:n] =E[iX;IN=n

il

E [Z X,—] du fait de l'indépendance des X, et de ¥
1

nE[fX]
ou 'on a désigné par E[X] I'espérance commune a tous les X, Dés lors la variable

N
aléatoire notée E[Z X,|N] a pour expression ici
=1

E [)’f X,-IN] = NE[X)

ce qui entraine

e[ £ x| = Etnerxn - EvErn

im]

Dans notre exemple, le chiffre d’affaires moyen du magasin est donc de 50 x § = 400
francs par jour. u
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Exemple 7.30 Une urne contient # boules blanches et n boules noires. On retire les
boules une a une jusqu’a ce que la premiére blanche apparaisse. Quel sera le nombre
moyen des boules noires tirées?

SOLUTION. On a déja résolu ce probléme dans I'exemple 7.13. Nous allons voir ici une
solution faisant appel a la technique du conditionnement. Désignons par X' le nombre
des boules noires qu'il faut tirer. On notera E[X] = M,, pour rendre explicite la
dépendance de cette espérance envers b et n. On va obtenir une expression de M, ,
en conditionnant sur la couleur de la premiére boule retirée de I'urne. On deéfinit pour
cela ¥ ainsi:

v { 1 st la premiére boule tirée est blanche

0 si elle est noire.

Conditionnons selon Y

M,, = E[X]=E[X|Y=1PlY =1} + E[X|Y =0]P{Y = 0}

Mais
E[X|Y=1]=0
E[X|Y=0]=1+M,,, (7.14)

Pour se convaincre de la validité de (7.14), supposons que la premiére boule tirée soit
noire. Aprés le premier tirage, la situation est exactement ce qu'elle aurait été au
départ si nous avions eu b boules blanches et n — | boules noires. D’ot I'expression
de droite dans (7.14).

On connait par aillears P{Y = 0} = nf(b + n), ce qui permet d'écrire

H
M,, = —"—[1 + My,
Ao b-l-ﬂ[ + My, I]

Or M, est évidemment nulle, & partir de guoi on peut faire les calculs suivants:

1 1
My, =— [t + M) = ——
= b+1[ sl b+ |

+
2 2 I 2
M,=—— +M,] = I+ =
b b+2[ il b+2[ b+lJ b+ 1

3 3 2 3
Myy = ——1 + M,)) = 1+ =
wEFT v b+3[ b+1] b+ 1

Par induction on vérifierait facilement que

H
M, = ]
M4
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7.4.6 Exemple de calcul de variance par conditionnement

On peut appliquer ta technique précédente au calcul de variance également, comme
le montre I’exemple suivant.

Exemple 7.31 Variance d'une variable géométrique

On réalise des épreuves indépendantes ayant toutes une méme probabilité p de succés.
On désigne par N le nombre d'essais 4 faire jusqu'a obtenir le premier succés,
Quelle sera la variance de N7

SOLUTION. Soit ¥ la variable valant 1 lorsque la premiére épreuve est un succés et 0
sinon. On sait que

Var (N) = E[N*]1- (E[N))’
Pour calculer £[N?] on utilise la technique du conditionnement:

E[N’)= E[E[N*|Y]}
Mais

E(N}lY =1)=1
E[NYY = 0] = E[(1 + N)?)

Ces deux équations sont fondées. St en effet la premiére épreuve est un suceés, ¥
vaut évidemment 1, N? aussi. Si par contre cette épreuve est un échec, le nombre total
d’épreuves Jusqu'a obtenir un succés suivra la méme distribution que la variable N
augmentée de | (le premier échec). On peut donc écrire E(N?|Y = 0] = E[(N + 1)?},
puis

E[N’]= E[N*|Y = 1]P{Y =1} + E[N?| Y = 0]P{Y = 0}
=p+(1-p)E[(1 + Ny}
=1+(1-p)E[2N + N?]

On a par ailleurs montré dans I'exemple 4.31 que E[N] = 1/p. Il reste donc

2(1 - p)

E[N']=1+ +(1 — p)E[N?]

ou encore

2-p
E[N*]="=*
[N7] e

Par conséquent

2

Var (N) = E[N?*] - (E[N))*

_2-9_(£Y
p’ P
I-p

2

o
|
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Dans I'exemple suivant, nous allons déterminer V’espérance du nombre de
variables aléatoires uniformes (0, 1) qu’on doit additionner pour que leur somme
dépasse 1. La réponse, étonnamment, est .

Exemple 7.32 Soit U}, Uy, ... une séquence de variables aléatoires uniformes (0, 1)
indépendantes. Trouver E[N] lorsque

N=min{n:iu,.>1}

i=]

soLuTioN. Nous allons résoudre ce probleéme en cherchant un résultat plus général.
Pour x € [0,1], soit

N(x)= min{n : Z;l U, > x}
et posons
m(x) = E[N(x)]

N{(x) est le nombre de variables aléatoires uniformes (0, 1) qu’'on doit additionner pour
que leur somme dépasse x, et m(x) est son espérance. Nous allons maintenant donner
une équation pour m{x) en conditionnant sur {/,. Cela donne, & partir de I’équation
(71.12),

m{x) = iE{N(x)lUl = y|dy (7.15)

Ona
1 si y>x

1+m{x-y) si y<x (7.16)

E[N(x)v, =] = {

La formule précédente est évidente lorsque y > x car si la premiére valeur uniforme est
y, alors le nombre restant d’uniformes a additionner est le méme que si nous
commencions et que nous additionnions des uniformes jusqu'a ce que leur somme
dépasse x — y. En substituant (7.16) dans (7.15),on a

m(x}=1+ zm(x ~ y)dy
=1+ Tm(u)du enposant = x -y
0

En dérivant cette équation, on a

ou, de maniere équivalente,




324 Initiation aux probabilités

En intégrant ceci, on obtient
In[m(x)j=x+c¢
ou
m{x)} = ke®
Puisque m(0) = 1, on voit que £ = 1, donc on obtient
m(x}=e"

Donc m(1), 'espérance du nombre de variables aléatoires uniformes (0, 1) qu’'on doit
additionner pour que leur somme dépasse 1, est égale & e. ]

74.7 Calcul de probabilité par conditionnement

La technique utilisée pour le calcul d’espérances et ci-dessus de variances, consis-
tant 4 conditionner selon une variable aléatoire appropriée, peut également servir au
calcul de probabilités. Nous allons voir comment I'appliquer au caleul de la probabi-
lité d'un événement £ quelcongue. On définit d’abord la variable indicatrice X de E:

1 s1 E est réalisé
X =

0 sinon

En conséquence de 1a définition de X, on aura:

E{X]=PE)
E{X|Y =y]l=P(E|Y = y) pour toute variable Y,

En vertu de (7.10) et (7.11), on peut alors écrire, respectivement

PEY=FYP(E|Y=y)P(Y =y) si Y est discréte

= J. PE|Y = y)fy(y)ydy si ¥ est continue (7.1

On remarquera que si Y est une variable discréte pouvant prendre les valeurs p,, v,....,
¥u €1 81 on définit les événements F; pour fallant de La npar £, = {¥ = »}. (7.1
se réeduit & "équation déja connue

P(E) = ¥ P(E|F)P(F)

ou F...., F, sont des événements mutuellement exclusifs dont "union est I'ensemble
fondamental.
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Exemple 7.33 Soient deux variables aléatoires X et Y continues indépendantes et de
densités f,, f; respectivement. On souhaite calculer P{X < ¥}.

SOLUTION. On conditionne selon ¥, ce qui donne:

PIX<Y}=| PX<Y|Y=ylfr(y)dy
=| PX<ylY=ylfr(y)dy
=1 P{X<yMy(y)dy  par hypothése d'indépendance

= Ex(y)fy(y) dy

o -

ou

Fx(y)= J: fx(x) dx .

Exemple 7.34 Soient X et ¥ deux variables indépendantes et continues. On veut
connaitre la distribution de X + Y.

soLUTION. En conditionnant selon ¥, on obtient:

"o

P{X+Y <a) PIX+Y <alY =y}fy(y) dy

=] PIX+y<alY =y}fy(y)dy
=1 P{X <a-—ylfy(y)rdy

* a0

= Fx(a - y)fyv(y) dy [ ]

7.4.8 Variance conditionnelle

On peut définir la variance conditionnelle de X selon Y en sinspirant de fa
démarche suivie pour I'espérance conditionnelle. On obtient en [in de compte la
variable aléatoire:

Var (X|Y) = E([X - E(X[Y)]*] Y]
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Cette variable fait correspondre a tout événement l'espérance conditionnelle (sous
condition ¥ = y, y étant la valeur agsociée 4 cet événement par ¥) de la variable égale
au carré de la différence entre X et son espérance conditionnelle par rapport 4 ¥. En
d’autres termes, cette définition s’appuie sur la définition ordinaire de la variance, 4
cela prés que toutes les espérances sont prises conditionnellement selon ¥,

1l existe une relation trés utile entre Var(X), la variance conditionnelle de X et la
variable Var(X| ¥); cette relation sert parfois au calcul de Var(X). Pour construire
cette relation on notera d’abord que

Var (X|Y) = E[X?| Y]- (E[X|Y))*
d’aprés le méme raisonnement que celui grice auquel on établit
Var(X) = E[X] — (E[X])*. Donc
E[Var(X|Y)]= E[E[X*| Y]]- E[(E[X]Y))")
= E[X*)- E(E[X|YD’] (7.18)

Mais comme E[E[X| Y]] = E[X], on a par ailleurs

Var (E{X]Y]) = E{E[X| YD*] - [E[X} (1.19)

On en arrive ainsi 4 achever la démonstration du théoréme suivant, par simple
addition de (7.18) et (7.19).

Théoréme 7.5 Formule de la variance conditionnelle

Var (X} = E[Var (X|Y)] + Var (E[X ]| Y))

7.4.9 Exemples de calculs de variances par conditionnement

Exemple 7.35 On admet qu'd toute heure ¢, le nombre de personnes qui se sont
rendues a4 une gare suit une loi de Poisson de paramétre croissant A+, Si le premier
train s'arrétant 4 cette gare repart 4 une heure aléatoire uniformément distribuée dans
I'intervalle (0, T) et indépendante de "arrivée des passagers, quelles seront P'espérance
et [a variance du nombre de passagers qui pourront prendre le train?

SOLUTION. Pour tout ¢ 2= 0 on convient d’appeler N(f), le nombre de personnes
attendant 4 la gare a I'heure 1. L'heure d’arrivée du train sera désignée par Y. Ce qui
nous intéresse est done N(Y). Le conditionnement selon Y donne:

E[N(Y)|Y =£]= E[N()}Y =1)
= E[N(#}] en vertu de I'indépendance de ¥ et N(r)
= At du fait que N(r) est poissonienne de paramétre As

Donc
E{N(Y){Y]=AY
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Prenons I'espérance des deux membres. On aura

EIN(Y)] = AE(Y] =5

Pour obtenir Var(N(¥)}, utilisons la formule de la variance conditionnelle:

Var (N(Y)|Y =) = Var (N())]| Y = 1)
= Var (N(#)) par hypothése d'indépendance
= At

et donc

Var (N(Y)|Y) =AY
E[N(Y)|Y]=AY

Ce qui donne en utilisant la formule précitée:

Var (N(Y)) = E[AY]+ Var (1Y)

T ,T
2 12
ou I'on a utilisé Ia formule Var(¥) = T%/12. -

Exemple 7.36 Variance de 1a somme d’un nombre aléatoire de variables aléatoires
Soit X, X,.... une collection de variables aléatoires indépendantes et identiquement
distribuées. Soit encore N, une variable aléatoire indépendante des X, / = 1, 4 valeurs

N
entiéres non-négatives, On désire calculer Var(Z X)).
i=|
SOLUTION. On conditionne selon N:
N .
E[E X,-]N] = NE[X]
=1

Var(g X,-]N) = N Var (X)

im]

N
Ces relations sont valables, car lorsque ¥ est connue, £ X, n'est autre que la somme
i=1
d'un nombre fixe de variables aléatoires indépendantes. Dans ce cas, P'espérance et
la variance d'une telle somme sont simplement la somme des espérances et des
variances, respectivement. On applique maintenant la formule de variance condition-

nelle pour obtenir

Var(g:l x,-) = E[N)Var (X) + (E[X])* Var (N) .



328 Inisiation aux probabilités

7.5 ESPERANCE CONDITIONNELLE ET PREDICTION
7.5.1 Meilleur prédicteur

Il arrive que I'on puisse observer la valeur d’une variable aléatoire X et qu'ensuite,
on souhaite prédire la valeur d’une autre variable Y en se basant sur ce que I'on sait
de X. Désignons par g(X) e prédictenr de Y, au sens ou si X prend x pour valeur alors
g(x) est la valeur prédite de ¥. On souhaite évidemment choisir g de telle maniére que
la variable g{ X'} soit aussi proche que possible de Y. Un critére de qualité en matiére
de prédiction est d’avoir minimisé E[(Y— g(X M. Nous allons montrer ci-dessous
que selon ce critére, le meilleur prédicteur de Y est g(X) = E[Y}1X]

Théoréme 7.6
Pour toute fonction g

E[(Y - g(X))*]= E[(Y - E[Y|X])?)
DEMONSTRATION.

E[(Y - g(X)’|X1= E(Y - E[Y| X1+ E[Y|X]- g(X))*| X]
= E[(Y - E[Y}|X]?*X]
+ E[(E[Y{X]- g(X))*| X]
+2E[(Y - E[Y|XDE[YIX]-g(XN|X] (7.20)

A ce point, si X est connue, on peut considérer £{Y] X] — g(X'} comme une constante.
Aussi a-t-on

E[(Y - E[Y|X]E[Y]|X]~ g(X))|X]
= (E[Y|X]-g(XNE[Y - E[Y|X]| X]
= (E[Y|X]) - g(X)E[Y|X]- E[Y|X)

=0 (7.21)

On tire de {7.20) et (7.21)
E[(Y - g(X))’|X]1= E[{(Y - E[Y|X)’|X]

le pas final consistant d prendre I'espérance des deux membres de I'inégalité ci-dessus.
L]
On peut donner un argument plus intuitif, quoique moins rigoureux, pour faire
comprendre le théoreme 7.6. 1l n’est pas difficile de montrer que E{(Y — c)] est
minimale lorsque ¢ = E{¥] (voir I'exercice théorique 7.10.5). Si donc, nous n'avons
aucune information, 12 meilleure prédiction de ¥ dans le sens de la minimisation du
carré moyen de I'erreur, est de déclarer que Y prendra comme valeur son espérance.
Si nous disposons d’une observation x de la variable X, le probléme de prédiction se
pose exactement dans les mémes termes qu*auparavant, 4 cela prés qu'il faut conside-
rer toutes les probabilités et espérances comme conditionnelles, la condition étant
X = x. En résumé, la meilleure prédiction dans ce cas est de déclarer que Y prendra
pour valeur I'espérance conditionnelle de ¥ sous la condition X = x, ce qui est bien
ce qu’établit le théoréme 7.6.
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7.5.2 Exemples de prédiction

Exemple 7.37 On suppose que le fils d’un homme de taille x (en centimétres) atteindra
une taille de distribution normale autour de x + 2 et de variance 10. Quelle est la
meilleure prédiction que ['on puisse donner sur la taille finale du fils d’un homme de
180 cm?

sOLUTION. Formellement le modéle admis peut étre écrit
Y=X+2+e¢

ou ¢ est une variable normale, indépendante de X et de paramétres 0 et 10. Les
variables X et ¥ représentent bien siir respectivement la taille du pére et du fils. La
meilleure prédiction est donc E[Y|X = 180] 4 savoir

E[Y|X = 180) = E[X + 2 + ¢|X = 180]

182 + Ele| X = 180]

182 + Elfe] par hypothése d’indépendance
182

Exemple 7.38 On suppose qu'un signal d'intensité s lors de son émission en 4 est
percu en B avec une intensité aléatoire normalement distribuée, de paramétres (s, 1).
Or le signal émis en A est lui aussi une variable aléatoire S, normale de paramétres
(1, 7). On observe en B un signal que 'on note R. Quelle est la meilleure estimation
de lintensité d*émission si 'on enregistre R = r?

soLUTION, Commengons par calculer la densité conditionnelle de S, R étant donnée:

for(s 1)
fr(r)

=fs(3)fR|s("|5)

fr(r)

= Ke—(s—ulz.a’Zcrze—(r—s}z,-fZ

fsuz(slr) =

ol K ne dépend pas de 5. Or

(s—u) (r—s) 1 .1
202 T 2 =5’ F*E)‘ 5’”)”‘71
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ol de nouveau C, et C, ne dépendent pas de s. Ainsi

. [s et wz)]z

1 +o°

02
2 (l +02)

ol C ne dépend toujours pas de 5. On en déduit que la distribution conditionnelle de
S, intensité du signal émis, sachant que l'intensité du signal regu est r, est normale
de paramétres

fs|R(5|f) = Cexp

_qomtre’
E[S|IR=1r]= e
Var (S|R =r)=1+02

Draprés le théoréme 7.6, la meilleure estimation de signal émis est, dans le sens dun
carré moyen de I'erreur minimum et d'aprés I'observation de Pintensité r du signal
regu

1 a?
1+¢o° o 1+0° d

E[S|R=1]=

Cette derniére décomposition de Pespérance conditionnelle de S est instructive dans
la mesure ol elle montre que la prédiction est une moyenne pondérée de p, espérance
a priori du signal émis, et de r, valeur enregistrée. Les poids attribués d p et r sont dans
la méme proportion entre eux que | et o2, respectivement variance conditionnelle du
signal requ lorsque I'intensité d’émission est s et variance du signal émis. n

Exemple 7.39 Lors du traitement digital de données basées sur des mesures analogi-
ques brutes X, ces mesures doivent étre rendues discrétes avant tout traitement, Pour
ce faire, on détermine de maniére tout 4 fait générale un ensemble ordonné de bornes
a, i =0, %1, & 2. telles que lim o, = oo et im a = - 0. Une mesure
=+ P= x

analogique X est alors rendue discréte selon I'intervalle (4, ;) auquel elle appar-
tient. Notons par p, fa valeur attribuée 4 la variance X rendue discréte lorsque
X e (g, a,,,); en d’autres termes

Y=y|: siaj€XEGj+]
La distribution de Y est donnée par
PlY = yi} = Fx(ai,1) — Fx(a))

Le probléme consiste alors & choisir les valeurs y,, i = 0, + 1, + 2,... de maniére 4
minimiser £[{(X - ¥)?), 'espérance du carré de I'erreur entre donnée brute et approxi-
mation discréte.

a) On veut trouver les valeurs y; optimales, { = 0, + 1, + 2,..;
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b) peur le quantificateur optimal ¥ ainsi trouve, on veut montrer que £[Y] = E[X],
ce qui signifie que ce quantificateur conserve I'espérance des données;
¢) on souhaite encore montrer que Var(¥) = Var(X) — E[(X — Y ).

SOLUTION.
a) Pour tout quantificateur ¥ on obtient, en conditionnant seion les valeurs de ¥

E[(X - Y)Z] = Z E[(X - .Vl)zlar' <X =g, )Pla < X = a4}

Posons maintenant
I=i Siai<X£aj+|
Alors
El(X - y)?la, < X = apq] = E[(X — y)*|I = i]
et en vertu du théoréme 7.7, cette quantité est minimale lorsque
yi=E[X|I=i]
= E[X|a; < X = aied)

'r"” xfx(x) dx
a  Fx(aivy) — Fx{a)

Or, comme le quantificateur optimal est donné par ¥ = E[X{/], on a

b) E{Y]=E[X]
c) Var (X) = E[Var (X|I)] + Var (E[X 1]}
= E[E[(X - Y)*[I]]+ Var (Y)
= E[(X - Y)]1+ Var(Y) ]

7.5.3 Meilleur prédicteur linéaire

I arrive que la distribution conjointe de X et ¥ ne soit pas connue, ou le soit mais
que le calcul de E[Y|X = x] soit pratiquement hors de portée. Dans ce cas, on peut
cependant trouver le meilleur prédicteur finéaire de Y basé sur X si les espérances et
variances de ces deux variables sont connues, ainsi que leur corrélation.

Il s'agit alors de déterminer deux constantes g et b telles que E[(Y — (a + bX))]
soit minimum. Or

E[(Y — (a + X))’} = E[Y? - 2aY - 2bXY + a* + 2abX + b*X?)
= E[Y*]-2aE[Y]-2bE[XY])+ a®
+ 2abE[X]+ b*E[X?)
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La dérivation particlle par rapport a4 « et b donne

% E[(Y - a ~ bX)*] = ~2E[ Y] + 2a + 2bE[X]

s (7.22)
G EUY —a- bX )] =-2E[XY]+ 2aE[X]+ 2bE[X?}

La résolution du systéme d’équations identifiant les dérivées partielles 2 0, donne les
solutions a et b

_E[XY]- E[X)E[Y] Cov(X,Y) o,
TTEX-(EX). | o Pa

po,EfX]

X

(7.23)
a=E[Y]- bE[X]=E[Y] -

ol p désigne la corrélation entre X et Y, tandis que cf, = Var(¥) et 62 = Var(X).
On vérifie aisément que ces valeurs donnent bien un mintmum de E[(Y — (a + bX 1Y),
déterminant ainsi le meilleur prédicteur linéaire de ¥ basé sur X au sens du carré
moyen de I'errevr

po

By + (X — )

Ty

oup, = E[¥]etpu, = E{X}.
Le carré moyen de 'errevr de ce prédicteur est

o 2
E[(Y—p,.-p;f(x—m))]

fl

EL(Y = "1+ p* 75 E[X = )1 20 2 EL(Y = ) (X = )]

X

crf, + pzoi - 2,0203,

o3 (1 - p%) (7.24)

On constate griace a {7.24) que, lorsque p est voisin de + 1 ouw — 1, le carré moyen
de l'erreur du meilleur prédicteur linéaire est presque nul.

Exemple 7.40 On va montrer qu’il existe une situation parmi d’autres dans laquelle
I'espérance conditionnelle de ¥ selon X est linéaire en X, ce qui signifie que le meilleur
prédicteur linéaire de ¥ basé sur Y, est le meilleur tout court: celle ot X et ¥ sont des
variables conjointement normales.

sOLUTION. La densité conjointe de X et ¥ est

B 1 1 A
fxy) 2ao0,:1 ~ o’ exp{ 2(1 — pz) [( T, )
_2o(x—pdy—p) (y - u,)z]]

o0y oy
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On laisse au lecteur le soin de verifier que la densité conditionnelle de ¥, X = x étant
donné, est

Frix(y|x)

et v  CRR
- - - Y —

== exp y—u (x = py)
V2ma 1 -p2 202(1 — p%) oo

On voit donc que ta distribution ¢onditionnelle associée est normale, d’espérance

L4
E[Y|X = %)=y + p 22 (x = i)

et de variance a2 (1 — p?), ce qui montre bien que le meilleur estimateur est linéaire.
On retrouve d’ailleurs I'expression du meilleur estimateur linéaire. a

7.6 FONCTIONS GENERATRICES DES MOMENTS
7.6.1 Définition et propriétés
On définit pour tout réel ¢, la fonction génératrice des moments M de la variable
aléatoire X par
M(1) = E[e™]
Ye"plx) si X est discréte, de loi de probabilité p

X
I e"f(x) dx si X est continue, de densité f

-

Cette fonction M est appelée fonction génératrice des moments du fait que tous les
moments d’ordre # de X peuvent étre calculés en dérivant n fois M puis en évaluant
le dérivée en 1 = 0. Par exemple,

M0 =2 Ele™)

I
'E[dr(e )]
= E[Xe™] (71.25)

ot I'on a admis que la permutation des opérations de dérivation et de prise d’espé-
rance était légitime. Plus précisément on a admis que

d " d .
5[758 P(x)] '—’Zz[f p(x)]

X

dans le cas discret et que

d = - i =
3;[] e f(x) dx] _,[dr[e f(x)] dx
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dans le cas continu. Cette supposition est presque toujours fondée et d'ailleurs est
valable pour toutes les distributions considérées dans cet ouvrage. Ceci fait que
lorsqu’on évalue M’ obtenue dans (7.25) en ¢ = 0 on trouve bien

Et de méme

par conséquent

M'(0) = E[X]
MW =2
= % E[Xe™]
=E [% (Xe"‘)]

= E[Xzeix:l

M"(0) = E[X?]

L’expression générale de la n-iéme dérivée de M est

qui laisse

M"(6) = E[X"¢™}] n=z=1

M*(0) = E[X") n=1

7.6.2 Exemples d’applications de la fonction génératrice des moments

Les exemples qui suivent étudient la fonction génératrice des moments de plusieurs

distributions courantes.

Exemple 7.41 Cas de la distribution binomiale de parameétres n et p
Soit X une variable suivant une telle distribution. On souhaite déterminer M et
appliquer ses propriétés au calcul de E[X] et Var(X').

SOLUTION. On a

M(1) = E[e"]
é{, o (:) P - p)*

R kg _ ek
(k)(pe)(l p)

k=0

=(pe'+1-p)°

ou I'on reconnait lors de la derniére égalité, une application de la formule du binéme.

En dérivant,
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Mr(‘) - n(wl + l. — p)n—lpel
et par suite

E[(X)=M'(0} = np

ce qui ést bien en accord avec le résultat calculé dans I’exemple 7.5. Une seconde
dérivation donne

M"(t) = n{n— 1)(pe’ + 1 — p)" *(pe'y’ + n{pe' + 1 — p)" ' pe’
puis
E[X*)=M"(0)=n{n—-1)p*+ np
La variance de X est donc

Var (X) = E[X*] - (E[X))*
=n(n—~ 1)p’ + np—n’p’
= np(1 - p)

ce qui une fois encore confirme le calcul effectué dans I'exemple 7.20. E ]

Exemple 7.42 Cas de la distribution de Poisson de paramétre A
L’objectif est le méme que dans Pexemple précédent, X désigne toujours la variable
aléatoire étudieée.

SOLUTION. On a

M) = E[e™]

I
™~

=exp{ale’ — 1)}
Deux dérivations donnent successivement

M'(t) = xe' exp{a{e’ — 1)}
M"(8) = (re") exp{A(e’ — 1)} + Ae' exp{r(e’ — 1)}
et donc
E[X)=M(0) =)
E[X ] =M"0)=A*+A
Var (X) = E[X?) - (E[ X))
=2
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On constate encore une fois que I'espérance et la variance d’'une variable poissonienne
sont toutes deux égales 4 A. [ ]

Exemple 7.43 Cas d’une distribution exponentielle de paramétre )

SOLUTION. On a

M(1) = B[]

= =3
= I e re M dx

0

@
= J. e—{)\ —thx dx

A
=— ur f << A
At po

On remarque ici que M n'est définie que pour des valeurs de 7 inférieures 4 A. Deux
dérivations livrent

o 2)
M) = 5

M’(!) = r)3

_Ar
(A-1°
Et donc

EIX)=M(0) =1  EIX) =m0 =5

et ta variance de X est

Var (X) = E[ X’} - (E[ X))’
1
A2

Exemple 7.44 Cas d’une distribution normale

SoLUTION. On déterminera d’abord la fonction génératrice des moments d’une varia-
ble normale standard. Désignons cette variable par Z. On a

Mz(t) = E[e%]

j eue—xzfzdx
oo 2
-2t
J exp{ _—(x 5 x)} dx

o0 — 2 2
J exp{ R E Sk +‘—} dx
e 2 2

it It

h

i1 - 4l-
3 3 3
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:2;2 J —(:—1)212 dx

ﬁl

2 2 . .
N ,»’2 */2dy  en substituant y & x — ¢

= eﬂfz
La fonction génératrice des moments d'une variable aléatoire Z normale centrée
réduite est done M(1) = &2 Pour obtenir la fonction génératrice des moments d'une
vartable normale quelconque, il faut se souvenir que X = p + oZ sera de
distribution normale avec paramétres pt et 7 si Z est normale standard. On peut alors
calculer la fonction génératrice des moments de X" ainsi

Mx(t) = E[e™]
= E[er(,u-l'a'Z]]
= E[e™e"?]
= ¢"E[e"%]

CwMz(fo')"
= el

02t2
=exp 13 + et

On dérive pour obtenir

2.2
, !
My () =(p+ 1a?) exp {O-T+ ,u.t]

2.2 2.2
M% (1) = (n +10%)* exp{%+ p.t] + ol exp Io; + ,ur]

donc

E[X]=M'(0) =
E[X]=M"(0) = pu+ o’

et finalement

Var (X) = E[X*] - E((X])’

=a | |

7.6.3 Tableaux de fonctions génératrices des moments

Les tableaux 7.2 et 7.3 donnent la fonction génératrice des moments de plusieurs
distributions courantes.
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7.6.4 Autres propriétés des fonctions génératrices des moments

Théoréme 7.7
La fonction génératrice des moments d'une somme de variables aléatoires indépen-

dantes est égale au produit des fonctions génératrices des moments individuels de ces
variables.

DEMONSTRATION. Soient deux variables aléatoires indépendantes X et ¥ de fonctions
génératrices des moments respectives My et M,. La fonction génératrice des momenis
de X + Yest
Mx.y(t) = E{e"¥* 1]
= E[erxet‘}’]
= E[e” )E[e"]
= Mx()My(1)

ou I'avant derniére égalité est une conséquence du théoréme 7.2 et de Uindépendance
de Xet?. a

Une autre propriété trés importante des fonctions génératrices est que leur donnée
détermine de maniére univoque la distribution des variables auxquelles elles corres-
pondent. Plus précisément, si My et ses dérivées existent et sont finies dans un voisinage
de 0, la distribution de X est entiérement déterminée par ces fonctions. Si par exemple
MJfn) = (%)’“(e’ + 1) on pourra affirmer, grice au tableau 7.2 que X est une variable
binomiale de parametres 10 et £.

7.6.5 Exemples d’application

Exemple 7,450n sait que la fonction génératrice des moments d’une variable X est
M(1) = ¢~V Que vaudra P{X = 0}?

50tUTION. Le tableau 7.2 indique que M est la fonction génératrice des moments d’une
variable de Poisson de paramétre 3. En vertu de I'unicité de la distribution associée
4 une fonction génératrice, on conclut que X est une variable de Poisson de para-
métre 3. Par conséquent, PX = 0} = ¢7°. a

Exemple 7.46 Somme de variables binomiales indépendantes
Considérons deux variables binomales X et ¥ indépendantes et de paramétres respec-
tifs (n, p) et (m, p). Quelle sera la distribution de X' + ¥?

SOLUTION. La fonction génératrice des moments de X + ¥ est

My (D) =Mx ()Mt =(pe' + 1~ p}'(pe' +1 - )"
={pe' +1-p)"""

On reconnait ici dans (pe’ + 1 — p)™ * " la fonction génératrice des moments d'une
variable binomiale de paramétres m + n et p. Cette distribution est donc celle de
X+ 71 n
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Exemple 7.47 Somme de variables aléatoires de Poisson
Si X et ¥ sont deux variables poissoniennes indépendantes de paramétres respectifs
&, et A,, quelle est la distribution de leur somme?

SOLUTION.

M.y (1) = Mx ()M (1)
=exp{A(e' ~ 1)} exp{A(e' ~ 1)}
=exp{(A, + A)(e' — 1))

Et par conséquent X' + Y est de distribution poissonienne avec paramétre A+ 1,
ce qui confirme le résultat établi dans l'exemple 6.16. .

Exemple 7.48 Somme de variables normales indépendantes

On veut montrer que si X et ¥ sont deux variables normales indépendantes de
paramétres respectifs (1, 3) et (M, 63) alors X + Y est normale d’espérance
I, + W, et de variance 67 + 3.

SOLUTION.

My, v (1) = Mx(t)My(2)

2.2 2.2
! 4
=exp{0_—; +j.l.l!] exp{a-;-*—-k ﬂ,;t}

{(o'f +o3)
=expy————

5 +(py + Pz)f}

que I'on reconnait étre la fonction génératrice des moments d'une variable normale
. ; . ] 2 . v .
d'espérance 1, + W, et de variance 6; + o3 Le résultat annoncé est donc acquis du

fait de |'unicité de la distribution associée & une fonction génératrice des moments.
.

Exemple 7.49 Calcul de 1a fonction génératrice des moments d’une variable aléatoire
chi-carrée a n degrés de liberté.

soLuTioN. On peut représenter une telle variable aléatoire par
2 2
Zi+..+2Z,

ol Z,, ..., Z, sont des variables aléatoires normales standard indépendantes, Soit M(r)
sa fonction génératrice des moments. D’ aprés ce qui précéde,

w0 -(ee]

ol Z est normale standard. On a
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rZ’] 1 2 4t 2p
e 1= Je &7 “dx
E[ =1
1 2 _ 250 .
— | ey o ot =(1-21)"

ﬁ

=0
=(1-2¢)™"

ol 1’avant-derniére égalité utilise le fait que I’intégrale de la densité normale de
moyenne 0 et de variance &’ vaut 1. Donc

M) =(1-20)"" .

Exemple 7.50 Fonction génératrice des moments d’une somme d'un nombre aléatoire
de variables aléatoires. On considére une collection X|, X;,... de variables aléatoires
indépendantes et identiquement distribuées. On considére également une variable N
4 valeurs entiéres positives indépendantes des X, i = 1, 2,.... On souhaite déterminer
la fonction génératrice des moments puis I'espérance de

(Dans l'exemple 7.29 Y représentait la somme totale dépensée dans un magasin
lorsqu'a la fois les dépenses de chaque client et le nombre de clients sont des variables
aléatoires).

SOLUTION. Pour trouver la fonction génératrice des moments de ¥, on conditionne
tout d’abord selon N comme suit

E[e™%|N = n) = E[¢'%%|N = n)
= E[e'™X]
= (Mx(1))"

ol
Mx (1) = E[e™]
Par conséquent
E[e"V|N]= (Mx ()"
et donc

My (1) = E[(Mx()™]
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11 suffit & ce stade de dériver pour obtenir les premiers moments de Y

v () = E[IN(Mx ()" ' M’ x(1)]
el par suite

E{Y]= M (0)
= E[N(Mx(0))" "M (0)]
= E[NEX]
= E[N]E[X] (1.26)

ol le résultat de I’exemple 7.29 se trouve confirmé. On a utilisé dans ce calcul la
relation M,{0) = E[¢"*] = 1. Ensuite,

MYy (1) = E[N(N — IXMx ()" M ())* + N(Mx ()" "' M% (1)]

et donc

E[Y*] = M} (0)
= E[N(N - INE[X])* + NE[X]]
(E[X]D*(E[N’] - E[N]) + E[N]E[X?]
E[NUE[X?] - (E{X])*) + (E[X])’E[N?)
= E[N]Var (X} + (E[X])’E[N?] (1.27)

(||

De (7.26) et (7.27) on tire Var(Y):

Var (Y) = E[N] Var (X) + (E[X]*(E[N*] - (E[N))®
= E[{N]Var (X) + (E[X])? Var (N) .

7.6.6 Fonction génératrice des moments de variables conjointes

Le concept de fonction génératrice des moments peut étre étendu 4 des variables
conjointes. On procéde comme suit: pour toute collection de » variables aléatoires X)),
Xpoorow X, leur fonction génératrice des moments conjoints M est définie pour toute
collection de n arguments réels ¢, £,,..., {, par

M{y,... .t = E[e"x1*"'+!nx,.]

Les fonctions génératrices des moments individuelles sont calculables & partir de M
en posant tous les arguments sauf un égaux a zéro; en clair

Mx,(t) = E[e™]=M(0,...,0,10,...,0)

ou 1 ¢st le i-éme argument de M.
On peut démontrer que la donnée de M détermine de maniere univoque la distribu-
tion conjointe de X|, X....., X,. La démonstration est cependant trop difficile pour

figurer dans cel ouvrage. Ce resultat permet d'en démontrer alors un autre.
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Théoréme 7.8
n variables aléatcires X\, X,,... X, seront indépendantes si et seulement si

My, . 0) = Mx () - Mx,(8) (7.28)
DEMONSTRATION. Supposons I'indépendance des » variables aléatoires, alors

M(ty,.. . 1,) = E[e" 00
= E[e'lxl e e'nan
= E[e"™]- .. E[¢"] du fait de 'hypothése précitée
=Mx(t) - Mx ()

Dans I"autre sens, si {7.28) est vraie, la fonction génératrice des moments conjoints
M est identique A celle de n variables aléatoires indépendantes, lai-2medesquelles aura
la méme distribution que X, Comme la fonction génératrice des moments conjoints
détermine une distribution conjointe de maniére unique, la distribution reconnue est
bien celle des X; conjointement. Ces variables sont donc indépendantes. a

7.7 AUTRES PROPRIETES DES VARIABLES ALEATOIRES NORMALES

7.7.1 Distribution normale multivariée

On considere un ensemble de n variables aléatoires indépendantes et normales
standard notées Zi, ..., Z,. On définit des variables aléatoires X;, X», ..., X, grice aux
équations

X, =ayZ, +..+a,Z +1

X,=ayZ/+..+a,, 2 +H,
X, =a,Z,+..+a,Z +4

X,=a,Z/+.+a,Z +1,

oltay 1 £iSm, | Sj<neti, | £i<msontdes constantes. Tout jeu de variables X,
1 £ i £ m ainsi définies est appelé groupe de variables aléatoires normales
multivariées.

La somme de variables aléatoires normales indépendantes étant elle-méme de
distribution normale d’apres le résultat de I’exemple 7.48, on remarquera que chaque
X, est une variable aléatoire normale d'espérance et de variance données par

Hx]=p

Var(x)= o,
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Considérons a présent la fonction génératrice conjointe des moments de X, ..., X,

t,. ,r E[cxp{t,X +.. +rme}]

CommeEtX est une combinaison linéaire des variables aléatoires normales
mdepend'antes Z, ..., Z,, elle est aussi normalement distribuée. Sa moyenne et sa
variance sont

E[Erixi] = Eri-\u:‘
i=] =]

X) Cov(Zt‘ ,,erij]

U}:flr,: Cov{X,,X))

et

.

S

M3

i

Si Y est une variable aléatoire normale de moyenne W et de vananceo‘ alors

E‘[e ] M, r)Ll

Nous voyons donc que

M(r],....rm) = exp{ I%t,.p, += E Ztt Cov(X,-,Xj)}

2 i=lj=1

ce qui montre que la distribution conjointe de X, ..., X, est completement déterminée
par la connaissance des valeurs de X,,] et Cov(X,-, X;Jij=l..m

7.7.2 Distribution conjointe de la moyenne et de la variance d’un échantillon

Soient X, ..., X,, des variables aléatoires normales indépendantes, chacune ayant

n X,
pour moyenne |L et pour variance o’. SoitX = Z la moyenne de 1I’échantilion.
=l n

Puisque la somme de variables aléatoires normales indépendantes est aussi une
variable aléatoire normale, X est donc une variable aléatoire normale d’espérance | et
de variance 0'2 / n (voir les exemples 7.3 et 7.19).

Rappelons que selon I'exemple 7.24

Cov(X,X,-X)=0  i=l..n (7.29)

De plus, puisque }.Xl -X, X, -},...,X,, - X sont toutes des combinaisons
linéaires des normales standard indépendanles(xf—p)/a, i=1..,n, alors
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X.X; - X, ¢ =1,...,n posside une distribution conjointe normale multivariée. Si Y est
une variable aléatoire normale de moyenne | et de variance o’ /n indépendante des
X, i=1, .., nalorsY, X, ~X, i=1,..,n posséde aussi une distribution normale
multivariée et, & cause de (7.29), a les mémes espérances et covariances que les
variables aléatoires X, X, - X, i=1,..,n. Mais comme une distribution norrnale
multivariée est complétement_déterminée par ses espérances et ses covariances, on
peut conclure que Y. X, - X, i=1L..n et X, X,-X, i=1..n ont la méme
distribution conjointe, ce qui montre que X est indépendant de la séquence des
déviations X, — X, i=1,..n.

Puisque X est indépendant de la séquence des déviations X; — X, i=1,..,n, X est

aussi indépendant de la variance de I'échantillon S /{n —1) = i(X,. - J_()/(n -1).
i=1

Comme nous savons déja gue X est normal de moyenne W et de variance o’ / ",
il reste seulement 2 déterminer la distribution de S2. Pour faire ceci, reprenons
Iidentité algébrique de I'exemple 7.19
n w2
s=3{x -X%
El( ! )

R’

= 3 (% - —n(R - u)

i=1

En divisant cette équation par 0'2, on obtient

52 (x-p n(X,—p)
S =3[ &E 7.30
az+[a/«/;J =\ o 39

Or

est la somme des carrés de n variables aléatoires normales standard et est donc une
variable aléatoire chi-carrée & n degrés de liberté. Donc, selon ’exemple 7.49, sa
fonction génératrice des moments est {1 —2¢) ~°. Ainsi,

— 2
X-p
afn
est le carré d'une normale standard et est donc une variable a]éatoilic ughi-carréc al
degré de liberté dont la fonction génératrice des moments est{l1~2¢)"" . Nous avons
vu précédemment que les deux variables aléatoires du membre gauche de I’équation
(7.30) sont indépendantes. Donc, comme la fonction génératrice des moments d’une

somme de variables indépendantes est égale au produit de leurs fonctions génératrices
des moments, on voit que

e - 20 = (1~ 20
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ou
l‘-'.[e:.S"a“‘cr2 ] _ (l _ 2‘)-('1-1}!2

Mais comme(1 - 2¢) " st 1a fonction génératrice des moments d’une variable
aléatoire chi-carrée & n — 1 degrés de liberté, on peut conclure que, puisque la fonction
génératrice des moments détermine de maniére unique la distribution de la variable
aléatoire, ¢’est la distribution de §° / 6.

En résumé, nous avons le théoréme suivant.

Théoréme 7.9

Si X;, ... X, sont des variables aléatoires normales indépendantes et
identiquement_distribuées de moyenne y et de variance o, la moyenne de
Uéchantillon X et la variance de I’échantitlon SZ/ (n—1) sont indépendantes. X est
une variable aléatoire normale de moyenne u et de variance 6’ fn; $*/c? estune
variable aléatoire chi-carrée & n — I degrés de liberté,

7.8 DEFINITION GENERALE DE L’ESPERANCE MATHEMATIQUE
7.8.1 Cadre du probléme

Nous n"avons jusqu'd présent défini d’espérance que pour des variables discrétes
ou continues. Or il existe des variables qui n'appartiennent & aucune de ces deux
catégories et pour lesquelles il est malgré tout intéressant d’essayer de définir une
espérance. A titre d’exemple, considérons la variable aléatoire W construite ainsi:
soient X une variable de Bernoulli de paramétre p = % et ¥ une variable uniforme

sur [0, 1]. On pose

W—{X lorsque X = 1
Y lorsque X # 1

La variable W n’est manifestement ni discréte (son ensemble fondamental [0, 1] étant
non dénombrable), ni continue (discontinuité de F en | puisque P{WV = |} = %).

11 s"avére utile pour définir I'espérance de variables al€atoires absolument quelcon-
ques de disposer d'un outil, & savoir I'intégrale de Stieltjes définie ci-aprés.

7.8.2 Intégrale de Stieltjes

Avant de définir cette intégrale, procédons 4 un rappel. On se souvient que pour
toute fonction g, §* g(x) dx est définie ainsi:

b n
I g{(x) dx = lim Z g(x)(x; — x;_y)

a =]
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ou la Jimite est prise sur toutes les divisions ¢ = x;, < x,< ,< ... < x, = bavee
n = oet max (x;, — x;_;) = 0.
=10
On définit maintenant pour toute fonction de répartition F, " intégrale de Stieltjes
d’une fonction a valeurs non négatives g sur l'intervalle [a, b] par

L n
I g(x) dF(x) = lim 2 g(x;)[F(X;) — Fixi
& i=1

ou comme precédemment, la limite est prise sur toutes les divisions ¢ = x, < x| <
Xy < ... < x, = bde[a bJavecn — oo et max (x, — x;_;} = 0. On peut étendre

=l ..n

cette définition a Faxe réel tout entier en posant

x R
I g(x) dF(x) = lim I g{x) dF(x)

a—~—o Jag
h— oo

Enfin, si g est une fonction a valeurs quelconques non nécessairement posttives, on
définit g* et g~

. X lorsque g{x) =0
() = { g(x) que g
0 lorsque glx} <
_ | =
g {x)={ 0 orsque g(x) = 0
—g(x) lorsque g{x) <0
Les fonctions g7 et g~ étant 4 valeurs non négatives et g s'écrivant g = g¥ — g~

il est naturel de définir en toul généralité

J‘._ glx)dF(x) = J g (x) dF(x) - J g2 (x) dF(x)

—a

etnousdirons que {* 7 g(x) dF(x)existedésque [ gt (x)dF(x)et|’ g7 (x)}dF(x)
ne sont pas toutes deux égales & + oo ) '

7.8.3 Espérance d'uwne variable aléatoire quelconque

Soit X, une variable aléatoire quelcongue de fonction de répartition £, On définit
Fespérance de X par

ax

E[X]=J xdFix) (7.31})

On peut montrer que lorsque X est une variable discréte de loi de probabilité p,

f xdFixy= ¥ xpix)

- xopld -0y
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tandis que si X est continue de densité f

J | xdF(x)=J xf(x) dx

—alh

Le lecteur remarquera que (7.31) correspond intuitivement a la définition précé-
dente de £[X] comprise comme moyenne. Si en effet, on considére approximation
suivante de E[X], a savoir

T 5[F(x) = F(x-)]

on remarque que Flx;) — Flx;_,) n'est autre que la probabilité que X soit dans
Iintervalle (x,_,, x]. L'approximation citée revient donc & multiplier une valeur
- approximative de X lorsque la variable prend une valeur dans (x;,_,, x] par la
probabilité que cet &vénement se produise. I est prévisible que lorsque les intervalles
utilisés deviennent de plus en plus fins le résultat sera une bonne moyenne pondérée.
L'intégrale de Stieltjes présente un intérét plutot sur le plan théorique on elle
constitue un outil synthétique pour la définition et I'exploitation des propriétés de
'espérance. Son usage dispense en particulier de I'¢laboration de démonstrations
distinctes pour traiter les cas continu el discret. Comme par ailleurs, ses propriétés
sont assez voisines de celles de Iintégrale ordinaire, on peut facilement adapter les
démonstrations données dans ce chapitre pour leur denner une validité générale.

7.9 EXERCICES THEORIQUES
7.9.1 Montrer que E[(X — a)’ | est minimisée en a = E[X).

7.9.2 Supposer que X est une variable aléatoire continue de densité £ Montrer
que EﬂX - aI] est minimisée Jorsque a est égal & la médiane de F.
Pour cela, écrire

E[IX - d] = J|x - alf (x)ax
puis fractionner I'intégrale en deux régions o x < a et x > a et dériver.

7.9.3 Démontrer le théoréme 7.1 lorsque
a) X et Y ont une fonction de distribution conjointe;
b} X el Y ont une densité conjointe et que glx, ¥) 2 0 pour tout x, y.

7.9.4 On considére une variable aléatoire X d'espérance | finie et de variance 0'2
ainsi qu’une fonction g deux fois dérivable. Montrer que

[ X)] g#)+8(ﬂ)

On pourra pour cela développer g en séric de Taylor et négliger les termes au-dela du
troisigme.
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7.9.5 Soient A|, A,, ..., A, des événements quelconques et soit C, = {au moins k
événements A; se produisent). Montrer que

élp(ck) = ,EIP (Ak )

Pour cela, soit X le nombre de A; qui se produisent. Montrer que les deux membres de
I’égalité ci-dessus sont égaux A E[X].

7.9.6 Dans le texte, on a noté que

g5 |- Eelx)

lorsque les X; sont toutes des variables aléatoires non négatives. Puisqu'une intégrale
est une limite de sommes, on peut s attendre a ce que

E[ZX(:)dt] = :I:E[X(r)]dr

tant gue X(f), 0 = 1 < oo, sont des variables aléatoires non négatives; et ce résultat est
effectivement vrai. Utilisez-le pour donner une autre preuve du résultat suivant: pour
une variable aléatoire non négative X,

Hx]= :;;’p{x > }dr

Pour cela, définir pour chaque ¢ non négatif 1a variable aléatoire X(#) par

__l si t<X
X)=10 s i2x

Relier ensuite [ X{r)dt 2 X.
0

7.9.7 On dit que X est plus grand en probabilité que Y, et on note X 2,, ¥ si, pour tout
N
P{X>t}2P{y >}

Montrer que si X 2, ¥, alors E[X] 2 E[¥] lorsque
a) X et ¥ sont des variables aléatoires non négatives;
b) X et ¥ sont des variables aléatoires quelconques.
Pour cela, écrire X comme

X=X"-X
ol
+ X s X220 - (¢] si X20
X: =
0 si X<0 -X s X<0

De la méme maniére, représenter ¥ comme Y* - ¥, Utiliser alors la question a).
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7.9.8 Montrer que X est plus grand en probabilité que ¥ si et seulement si

E[f(X)])2 [ £(1)]

pour toute fonction croissante f.
Pour cela, siX 2, Y, montrer que E[f{X)]2Ef(¥)] en monwrant que
F(X)=z, f(Y} puis utiliser Pexercice 7.9.7. Pour montrer que E{f(X ] 2 E[f(Y)]
pour toutes les fonctions croissantes £ implique que P{X > ¢} 2 P{Y 2 ¢}, d¢finir une
fonction croissante f appropriée.

7.9.9 On lance # fois une piéce donnant face avec probabilité p. Calculer I'espérance
du nombre de chaines de faces dans le résultat dont la longueur soit |, puis 2, puis
k1 <k<gn

7.9.10 Soient X, X,,..., X, des variables aléatoires positives indépendantes et identi-
quement distribuées. Calculer pour k < »

k

Y X
E. i=1

¥ X

i=1

7.9.11 On considére # épreuves indépendantes pouvant chacune aboutir a r résultats
différents avec les probabilités P, P,...., P,. Désignons par X, le nombre de résultats
qui ne sont pas representés au bout de n tirages. Calculer £{X] puis montrer que parmi
tous les vecteurs P\, P,...., P, celui qui minimise E{X] est celwi pour lequel P, = I/r,
i=12..,r

7.9.12 On effectue une série d’épreuves indépendantes. La i-éme épreuve débouche
$ur un succés avec probabilité P, Calculer 'espérance puis la variance du nombre des
succeés au cours des »n épreuves. L'hypothése d'indépendance est-elle significative pour
chacun de ces deux calculs?

7.9.13 Socient X|...., X, des variables aléatoires indépendantes. identiquement distri-
buées et continues. On dira qu'un pic est observe au temps /, j < n, si X, 2 X, pour
tout i tel que 1 < i < j. Montrer que

a) E[nombre de pics] = ¥ 1/
i

b) Var(nombre de pics) = X (j — D/f™

j=1

7.9.14 Pour I’exemple 7.1¢ montrer que la variance du nombre de bons nécessaires
pour obtenir une collection compléte est égale 4

N-1 iN

i§1 (N_ i)

2
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Quand N esi grand, on peut montrer que cette expression est approximativement
égale a N'n*/6 (C'est-a-dire que leur rapport tend vers | lorsque N — o).

7.9.15 On considere une série de n épreuves indépendantes. La i-éme donne un succés

avee probabilité P,

a) Calculer I'espérance du nombre de succés sur 'ensemnble des n épreuves, On la
notera p;

b} sous la condition que p reste constant, quel est le choix des probabilités P,..... P,
pour lequel la variance du nombre de succés devient maximale?

¢} A linverse, quel choix rendra-t-il cette variance minimale?

7.9.16 Supposons que des boules soient prélevées au hasard dans une urne contenant

initialement # boules blanches et m boules noires. On a montré, dans 'exemple 7.13,

que E[X] = 1 + mj(n+1) ot X est le nombre de tirages nécessaires pour obtenir

une boule blanche.

a) Calculer Var(X);

b) montrer que Pespérance du nombre de boules qu’it faut tirer pour amasser un total
de k boules blanches est k[1 + m/(n+1)].

Pour cela considérer des variables aléatoires Y, i = 1,..., # + 1, qui représentent le

nombre de boules noires retirées aprés les (i— 1) premiéres boules blanches et avant

fa i-éme boule blanche. Uliliser le fait queles Y, i = 1....n + 1 sont identiquement

distribugées.

7.9.17 On considere deux variables aléatoires indépendantes X et X; de méme
espérance i On sait également que Var(X,) = o7 et Var(X,) = o2 La valeur de p
est inconnue et on se propose de l'estimer grace 4 une moyenne pondérée de X, et X,
La forme générale de cette estimation sera donc A X, + (1 — 1) X,, o0 A reste 4 choisir.
Pour quel choix de A, I'estimation aura-t-elle la variance la plus faible? Dire pourquoi
celte valeur de X est intéressante.

7.9.18 Dans 'exemple 7.25 nous avons montré que la covariance des variables
aléatoires multinomiales N, et N, est égale a — mP, P;. Pour cela, nous avons exprimé
N, et N, comme une semme de variables indicatrices. On peut aussi obtenir ce résultat
en utilisant fa formule

Var(V; + N,) = Var(N,) + Var(N;) + 2Cov(N,,N;)

a) Quelle est la loi de &, + N7

b) Utiliser I'identité précédente pour montrer que Cov(N,,N;} = —mP.P;

7.9.19 Si X et ¥ sont identiquement distribuées, non nécessairement indépendantes,
monirer que CoviX + ¥, X — ¥y =0

7.9.20 Formule de la covariance conditionnelfe
La covariance conditionnelle de X et ¥, étant donné Z, est définie par

Cov(X.Y|Z) =E[(X — EXIZ]}Y ~ E{Y]Z]}Z]
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a) Montrer que
Cov(X,Y|Z) = E[XY|Z] — E[X|Z)E[Y|Z]

b) Montrer la formule de la covariance conditionnelle
Cov(X,Y) = E{Cov(X,Y|Z)] + Cov(E{X|Z], EIY|Z))

¢) Poser X = Y dans b) et énoncer la formule de la variance conditionnelle.

7.9.21 Soient X;;;, / = 1, ..., i les statistiques d’ordre d’un ensemble de » variables
aléatoires uniformes sur (0,1). On sait que la densité de X ;, est donnée par

fix) = ( XN - o<x<

n!
i — Din — i
a} Calculer Var(X;;,)), i =1, ... ,n.
b) Pour quelles valeurs de § Var(X,,) atteint-elle son
* minimum;
e maximum?

79.22 Montrer que si ¥ = a + bX, alors

+1 sihb>0

p(X. Y)={—1 sib<0

7923 Scit Z, une variable aléatoire normale centrée réduite. On pose
Y = a + 8Z + ¢Z*. Montrer que

b
Y,.Z) = ————
oY 2) = e

7.9.24 Prouver I'inégalité de Cauchy-Schwarz, 4 savoir:

(E[XY)* = E[X*E[Y?]

On remarquera qu'd moins qu'it existe une constante ¢ telle que ¥ = — X, auquel
cas, cette inegalité devient une égalité, on peut écrire que pour tout f,

0< E[(tX + V)1 = E[ X1 + 2E[XY ]t + E[Y?)
Ausst, les racines de I'équation quadratique
E[X*]Y + 2E[XY)t+ E[Y*] =0

doivent-elles étre imaginaires, ce qui implique que le discriminant de cette équation
guadratique doit étre négatif.
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7.9.25 Montrer que pour deux variables X et ¥ indépendantes
E[X]Y =y]=E[X] pourtouty

aussi bien dans le cas continu que discret.

7.9.26 Montrer que
E[g(X)Y|X]=g(X)E[Y|X].

7.9.27 Montrer que lorsque EfY|X = x] = E[¥] pour tout x alors X et ¥ sont non
corrélees, puis donner un contre-exemple établissant que la réciproque n'est pas vraie.
On pourra pour cela montrer puis utiliser 1a relation E[XY] = E[XE[Y|X]].

7.9.28 Montrer que Cov(X,E[Y]|X]) = Cov(X,Y).

7.9.29 On considére des variables aléatoires X,,..., X, indépendantes et identique-
ment distribuées. Calculer

E[X,| X+ -+ X, =1x]

7.9.30 On considere l'exemple 7.23 qui traite d’une distribution multinomiale. Utili-
ser I'espérance conditionnelle pour le calcul de E[N,N] puis utiliser ce résultat pour
vérifier la formule donnant Cov (N, N citée dans ce méme exemple.

7.9.31 Une urne contient au départ # boules noires et b boules blanches. A chaque
étape on ajoute r boules noires puis retire r boules au hasard prises parmi les
n + b + r boules présentes. Montrer que

E{nombre des boules blanches 4 la fin de I"etape ¢] = (b-?-;i-) "
n+r

7.9.32 Démontrer I'équation (7.12).

7.9.33 Une piéce est caractérisée par une probabilité p de tomber sur fuce. On la lance
indéfiniment. Calculer ['espérance du nombre de jets qu'il favdra jusqu'a ce gu'une
chaine de ¢ résultats de type face consécutifs apparaisse.
On pourra conditionner sur la date d appanition du premier pile. ce qui améne i
I'équation
EIX)=(1-p) L p" G+ EIXD+(1=p) T pr

Aprés simplification. on peut la résoudre par rapport & £[X].

7.9.34 Pour avoir une autre approche de U'exercice 7.9.33, appeler T, le nombre de
Jjets nécessaires pour obtenir une série de r faces consécutives.

a) Déterminer E[Tr‘?:_l ]
b) Déterminer E[T,] en fonction de E{Ir",_I ]
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c) Qu’est-ce que E[T,]?
d) Qu'est-ce que E[T,]?

7.9.35 a) Montrer que

E{x]= E[X|X < a]P{X < a}+ E[X|X 2 a)}P{X 2 a}

Pour cela, définir une variable aléatoire appropri€e et calculer E[X] en conditionnant
sur cette variable.
b) Utiliser la question a) pour démontrer I’inégalité de Markov, qui affirme que si
P{X 20} =1, alors pour a > 0

Ex]

P{X2a} s —=
a

7.9.36 On tire une a une des boules dans une urne en contenant & blanches et # noires.
On continue jusqu'a ce que toutes les boules restantes soient de la méme couleur. Soit
M, , le nombre attendu de boules dans 'urne 4 la fin de I'expérience. Calculer une
formule récursive donnant M, , et la résoudre pour b = Jetn = 5.

7.9.37 Une urne contient b boules blanches et # boules noires. Lorsqu’une boule est
tirée, elle est remise dans 'urne s'il s’agit d’une boule blanche. $'il s’agit d'une noire,
elle est remplacée par une boule blanche provenant d’une autre urne. Soit M,
I'espérance du nombre attendu de boules blanches restant dans I'urne aprés que
Fopération ait été répétée & fois.

a) Etablir 'équation de récurrence:

1

b) Utiliser cette équation pour prouver que

&
Mk=b+ﬂ—ﬂ'(l— l )
b+ n

¢) Quelle est la probabilité que fa (K + 1)-iéme boule tirée soit blanche?

7.9.38 Le meilleur prédicteur linéaire de Y basé sur X, et X, est ¢ + 5X|+ Xy 0
a. b et ¢ doivent étre choisis de maniére 4 minimiser

E[(Y ~ (a + bX, + cX2))?).

Déterminer a, b €t ¢.

7.9.39 Le meilleur prédicteur quadratique de ¥ basé sur X est @ + bX + X2, ol
a. b et ¢ doivent étre choisis de maniére 4 minimiser

E[(Y —(a+ bX + X))

Déterminer o, & et ¢.
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7.9.40 On considére X et ¥, deux variables aléatoires conjointement normales de
densité

1
2770,0’le - p?

1 x—m)2 (y—,u_v)z
Xe"p{ 2(1—92;[( o ) o

_ 2p (x B P-x}{,\’ - .u'_z)]]

Ty

flx, y) =

a) Montrer que la loi conditionnelle de ¥ lorsque X = x est normale d'espérance
i, + plo fo My — p) et de variance 6 (1 — p')

b) montrer (juc Corr(X, Yy = p;

¢) montrer que X et ¥ sont indépendantes si et seulement si p = 0.

7.9.41 Soient X une variable aleatoire normale de paramétres p = Oet 6 =1¢t [,
indépendante de X. telle que P/ = 1} = 1 = P{I = 0}. On définit ¥ ainsi

X sif=1
Y =
{—X sif=0

En d’autres termes, Y a autant de chances d'étre égale 4 Y ou d —X.
a) X et ¥ sont-clles indépendantes?

by [ et ¥ sont-elles indépendantes?

c) Montrer que ¥ est normale, d’espérance 0 et de variance 1.

d) Montrer que Cow(X, ¥) = 0.

7.9.42 Du théoréme 7.6 et du fait que le meilleur prédicteur linéaire de Y basé sur
Xestp, + plo ok - p)il résulie que s

E[Y|X)=a+ bX

alors

(pourquoi?). Veérifier ceci par un calcul immeédiat,

7.9.43 Montrer que pour toutes variables aléatoires X et Z
E[{(X - Y)’]= E[X"]- E[Y’]
ou

Y = E[X]|Z]
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7.9.44 On considére une population dont les individus sont capables de produire
seuls une descendance identique 4 eux-mémes. On admet que chague individu a une
probabilité P, j = 0, d’avoir engendré j descendants au terme de sa vie, ceci indépen-
damment de lactivité des autres individus. Le nombre initial d'individus dans la
population est noté X, et appelé taille de la 0-iéme génération. Tous les descendants
de cette génération 0 sont de la premiére génération, de taille X|. De maniére générale
X, représente la taille de la n-iéme génération. L'espérance et la variance de la

3
desoendrince immeédiate d'un individu donné seront respectivement notées p = -?DJP;'
eto? = I (j — u)* P. On admettra que X, = I, c'est-a-dire que la population provient

j=0 '
a l'origine d’un individu unique.
a) Montrer que

E[X,]= pE[X,-(]
b) En déduire que
E[X.]=pn"
c) Montrer que
Var(X,) =c¢'u""" 4+ u’ Var (X,_,)

d) En déduire que

-1
iy (,u ) sip# 1
Var(X,) = 1

no’ sig=1

Ce que I'on vient d’étudier est appelé processus de ramification. Une question impor-
tante pour une population évoluant selon ces lois est de connaitre la probabilité de
son extinction. Notons =, cette probabilité sous I'hypothése que la population
descend d’un ancétre initial unique; en clair,

n = P{la population s'éteigne| X, - i
¢) Prouver que

o

On pourra pour cela conditionner sur le nombre de descendants immédiats de
I"ancétre originet.

79.45 Verifier la formule donnant la fonction génératrice des moments d'une
variable aléatoire uniforme, telle gqu’elle est donnée dans le tableau 7.3, Vérifier
également {es formules donnant 'espérance et la variance par dérivation.

7.9.46 Pour une variable aléatoire normale standard Z, soit i1, = E[Z“ ] Montrer que

0 si n estimpair
u, = (2;)

P si n=2j
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Commencer par développer la fonction génératrice des moments de Z en série de
Taylor autour de 0 pour obtenir

E[etz ] - el’h

=0 j!

7.9.47 Soit X une variable aléatoire normale de moyenne U et de varianced’ . Utiliser
les résultats de I’exercice 7.9.46 pour montrer que

RoY o n=2i 2jy o\
E[x"]= :
i=0 2

Dans cette expression, [n/ 2] est le plus grand entier inférieur ou égal  n/ 2, Vérifier
votre réponse pour n=letn= 2,

7948 Soit ¥ = aX + b, ou a et b sont des constantes. Exprimer la fonction
génératrice des moments de ¥ en fonction de celle de X,

7.9.49 Soit X une variable de fonction génératrice des moments M. On pose
(¢} = {In M(£)). Montrer que

¥(1)|;=0 = Var (X)

H
7.9.50 A Taide du tableau 7.3, déterminer la distribution de £ X, lorsque X ..., X,
i=1

sont des variables exponentielles indépendantes et identiquement distribuées d’espé-
rance commune 1/A.

7.9.51 Montrer comment on peut calculer Cov(X, Y) 4 partir de la fonction généra-
trice des moments conjoints de X et ¥,

7.9.52 Soient X),..., X, des variables de distribution normale multivariée. Montrer
qu’elles seront indépendantes si et seulement si

Cov (X, X;) =0 pour i # j

7.9.53 Si Z est une variable aléatoire normale standard, que vaut Cov{Z, Z*)?

7.10 PROBLEMES

7.10.1 Si X et Y sont des variables aléatoires uniformes (0, 1) indépendantes, montrer
que '

p 2
E[‘X—-YI l=m pour >0
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7.10.2 Soient X et ¥ des variables aléatoires indépendantes, ayant autant de chance
I'une et I’autre de prendre n’importe quelle valeur parmi 1, 2, ..., m. Montrer que

Y|]=(m_l3)'(nm+l)

E[|x -

7.10.3 Un hopital est situé au centre d’un parc dont les c6tés mesurent 3 km. Si un
accident se produit dans le parc, I'hdpital envoie une ambulance. Le réseau de routes
est rectangulaire, donc la distance de I’hopital, dont les coordonnées sont (0, 0), au
point (x, y) est|x]| +| y|. Si un accident se produit en un point uniformément distribué
dans le parc, trouver I'espérance de la longueur du trajet de 1’ambulance.

7.10.4 On lance 10 fois un dé. Calculer I'espérance de la somme des 10 jets.

7.10.5 N personnes arrivent séparément & un diner professionnel. En amrivant, chaque
personne regarde si elle a un ami parmi les gens déja présents. Une personne s’assoit
s0it & la table d’un ami, sojt 3 une table vide st aucun de ses amis n’est présent. En
posant que chacune des ,}2 paires de gens sont, indépendamment, amis avec une
probabilité p, trouver 1'espérance du nombre de tables occupées.

Poser X; égal a 1 ou O selon si le i-eme arrivant sassoit A une table inoccupée ou non.

7.10.6 On place n balles, numérotées de 1 A n, dans n urnes, aussi numérotées de 1 &
n, de telle fagon que la balle { ait autant de chance de se trouver dans les urnes
1, 2, ..., i. Trouver

a) I’espérance du nombre d’urnes vides;

b) la probabilité qu'aucune urne ne soit vide.

7.10.7 Considérons 3 épreuves, chacune ayant la méme probabilité de succes. Soit X
le nombre total de succes dans ces épreuves. Si E[X] = 1.8, quelle est

a) la plus grande valeur possible de P{X = 3};

b) ta plus petite valeur possible de P{X = 3}?

Dans les deux cas, construire un scénario probabiliste qui donne & P{X = 3} la valeur
fixée.

Pour la partie b), commencer par poser U, une variable uniforme (0, 1) et définir alors
les épreuves en termes de valeurs de [/,

7.10.8 Considérer r lancers indépendants d’une pigce ayant une probabilité p de tom-
ber sur face. On dit qu’il ¥ a un changement lorsqu’une sortie est différente de celle
qui la préceéde. Par exemple, si n = 5 et que les sorties sont FFPFP, il y a 3
changements. Trouver I’espérance du nombre de changements.

On pourra exprimer le nombre de changements comme la somme de n — 1 variables
aléatoires de Bernoulli.

7.10.% Un groupe de n hommes et m femmes est placé en ligne aléatoirement. Déter-
miner ['espérance du nombre d’hommes qui ont au moins une femme 2 leurs cotés.
On pourra définir une variable aléatoire indicatrice pour chaque homme.
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7.10.10 Refaire le probléme 7.10.9 lorsque le groupe est assis en rond autour d’une
table.

7.10.11 Une urne contient m balles noires. A chaque éiape, on enléve une balle noire
et on met 2 sa place une nouvelle balle, qui est soit noire avec une probabilité p, soit
blanche avec une probabilité 1 — p. Trouver 'espérance du nombre d’étapes
nécessaires pour qu'il n’y ait plus de balle noire dans 1'urne.

noTE. Le probleéme ci-dessus a une application possible dans la compréhension de la
maladie du SIDA. Une partie du systéme immunitaire du corps consiste en une
certaine classe de cellules appelées les T-cellules. Il y a deux types de T-ceilules,
appelées CD4 et CD3. Bien que le nombre total de T-cellules d’un malade du SIDA
(au moins au début de sa maladie) soit le méme que celui d’un individu en bonne
santé, on a découvert récemment que la proportion des T-cellules CD4 et CD8 est
différent. Environ 60% des T-cellules d'une personne en bonne santé sont du type
CD4 alors que le pourcentage des T-cellules CD4 décroit continuellement chez les
personnes atieintes du SIDA, Un modele récent propose que le virus HIV (le virus qui
cause le SIDA) attaque les cellules CD4 et que le mécanisme du corps qui remplace
les T-cellules mortes ne remarque pas si la T-cellule morte était du type CD4 ou CDS.
I produit simplement une nouvelle T-cellule qui est CD4 avec une probabilité .6 et
CD8 avec une probabilité .4. Cependant, bien que ce semble &tre une fagon efficace
de remplacer les T-cellules mortes lorsque chaque cellule morte a autant de chance
d’étre n’importe quelle T-cellule du corps (et qui a une probabilité .6 d’éwe CD4),
cela a des conséquences dangereuses lorsqu’on fait face 4 un virus qui ne vise que les
T-celiules CD4.

7.10.12 Cing urnes contiennent des boules. On tire an hasard une boule de chaque
urne. Celles-ci contiennent respectivement | boule blanche et 5 noires; 3 blanches et
3 noires; 6 blanches et 4 noires; 2 blanches et 6 noires; 3 blanches et 7 noires. Calculer
{"espérance du nombre des boules blanches obtenues,

7.10.13 Soit Z une variable aléatoire normale standard. Pour une valeur x fixée, poser

¥ = {z si Z > x
0 sinon

— %2

1
Montrer que E[X] = o e

7.10.14 On bat parfaitement un jeu de » cartes, nurnérotées de | A », afin que toutes

les #! configurations possibles soient équiprobables. Supposons que vous deviez

hasarder » conjectures successives, ol la i-éme conjecture devine la carte en position /.

Soit N le nombre de conjectures correctes.

a) Sans aucune information sur les conjectures précédentes, montrer que, quelque
soit la stratégie adoptée, E[N] = 1.

b) Si, aprés chaque conjecture, on vous montre la carte qui se trouve dans la position
correspondante, quelle est d’aprés vous la meilleure stratégie? Montrer que selon
ceite stratégie
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ENI=1/n+1/(n— 1)+ - +1

"1
==I —de=1Inn
[ 4

¢) Supposons qu'aprés chague conjecture on vous dise si vous avez raison ou tort.
Dans ce cas, on peut montrer que la stratégie qui maximise E[N] est celle qui
consiste 4 annoncer a chaque fois la méme carte jusqu’a ce que 'on vous dise que
vous avez raison et a passer ensuite a une nouvelle carte. Selon cette stratégie,
montrer que

ENI=1+1/2' + 1/3t+ -+ + 1/n!
=e¢ — 1

Pour cela, exprimer N comme une somme de variables aléatoires indicatrices (ou
de Bernoulli).

7.10.15 On retourne I'une aprés 'autre les cartes d'un jeu ordinaire de 52 cartes. Si
la premiére est un as, ou la seconde un deux, ou la troisiéme un trois,..., ou la treiziéme
un roi, ou la quatorziéme un as, etc., nous disons qu’une rencontre a lieu. Remar-
quons que nous ne demandons pas que la (1371 + 1)-iéme carte soit un as particulier
pour considérer qu'il ¥ a rencontre, mais seulement que ce soit un as. Calculer
I’espérance du nombre de rencontres.

7.10.16 Une certaine région est habitée par r espéces d’insectes. Chaque insecte attrapé
sera de I'espéce i avec une probabilité donnée par

Poi=1,....r =1

] -

ceci indépendamment des insecies attrapés antérieurement.

a) Calculer le nombre moyen d’'insectes qui sont attrapés avani qu'un insecte de
'espéce 1 soit pris;

b) calculer le nombre moyen d’especes représentées parmi les captures jusqu'd ce
qu'un insecte despéce 1 soit pris.

7.10.17 Une urne contient » boules, ka i-¢me &tant de poids W (i), i = 1,...,#. Les boules
sont prélevées une a une et sans remise, d’une maniére telle que la propriété suivante
sera vérifiée: a chaque tirage, la probabilité quune boule donnée soit choisie sera égale
au rapport de son poids et de la somme des poids restant dans I'urne. Supposons par
exemple qu'a un moment donné, I'ensemble des boules restant dans 'urne soit i,...,
i,; donc le prochain choix sera la boule /; avec une probabilité

W(:})/k}; Wi, j=1,...,7

Calculer P'espérance du nombre des boules qui seront prélevées avant gue la boule
n° 1 n'apparaisse.
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7.10.18 On considére un groupe de 100 personnes. Calculer Fespérance du nombre
de jours ot 3 personnes exactement auront leur anniversaire. Calculer aussi I'espé-
rance du nombre de jours anniversaire distincts.

7.10.19 Combien de lois vous attendez-vous 4 jeler un dé équilibré avani que chacune
des six faces soit apparue au moins une fois?

7.10.20 Une urne n® | contient 5 boules blanches et 6 boules noires, alors que 'urne
n® 2 en contient 8 blanches et 10 noires. Deux boules sont choisies auw hasard de l'urne 1,
puis introduites dans I'urne 2. Si 3 boules sont ensuite prélevées au hasard de Furne 2,
calculer I'espérance du nombre des boules blanches présentes parmi ces 3 boules.
Pour cela poser X; = 1 si la i-éme boule blanche initialement dans I'urne 1 est 'une
des trois boules tirées et poser X, = 0 si ce n'est pas be cas. De fagen analogue, poser
¥; = | sila i-éme boule blanche de 'urne 2 est une des 3 boules choisies et ¥, = 0
sinon. Le nombre de boules blanches présenies dans le triplet peut alors s’exprimer
comme s “
;&+§h

7.10.21 Une bouteille contient initialement m grandes pilules et n petites pilules.
Chagque jour un patient choisit au hasard une des pilules, S°il choisit une petite pilule,
il I'avale. §’il en choisit une grande, il la coupe en deux; il remet une part (considérée
A présent comme une petite pilule} dans la bouteille et mange 1" autre.

a) Soit X le nombre de petites pilules dans la bouteille apreés que la derniére grande
pilule a ét€ choisie et que sa petite moiti€ a été replacée. Trouver E[X].

On pourra définir n + m variables indicatrices, une pour chaque petite pilule présente
initialement et une pour chacune des m petites pilules créées en coupant une grande.
Utiliser ensuite ’argument de I'exemple 7.13.

b) Soit ¥ le jour ol la derniére grande pilule est choisie. Trouver E{Y].

On pourra pour cela chercher la relation entre X et Y.

7.10.22 Soient X, X;, ... une séquence de variables aléatoires continues indépen-
dantes et 